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ALLE KECHTE, 
EIKSOHIilESSLIOH DES ÜBEBSETZUNGSKEOHTS , YOBBEHALTEN. 



Vorwort des Verfassers. 



Über die Determinanten sind, zumal in der letzten Zeit, sehr 
viele besondere Untersuchungen angestellt worden, die aus mannig- 
fachen Gründen in den Lehrbüchern noch nicht haben Berücksich- 
tigung finden können. 

Ich habe es mir zur Aufgabe gemacht, auf knappem Raum alles 
derartige, soweit es mir möglich, zusammen zu bringen, damit im 
vorliegenden Buche alle diese Untersuchungen mehr oder weniger aus- 
führlich an der ihnen gebührenden Stelle behandelt würden. 

Aus diesem Gesichtspunkte hege ich das Zutrauen, dass mein 
Buch denen einige Hilfe wird bieten können, die sich von den man- 
cherlei Fortschritten, die in diesem Zweige der Analysis bisher ge- 
macht worden sind, eine Vorstellung bilden wollen. Und es genügt 
ja, das Inhaltsverzieichniss dieses Bandes zu durchlaufen, um gewahr 
zu werden, dass hier eine ganze Menge von Gegenständen vereinigt 
ist, die nun zum ersten Male in einem Lehrbuche über Determinanten 
ihren Platz finden. Es erscheint dies um so bedeutsamer, wenn man 
daran denkt, dass gar oft der Grund dafür, dass ein Schriftsteller 
Dinge, die schon längst bekannt sind, als etwas Neues veröffentlicht, 
vorzüglich in der Thatsache zu suchen ist, dass solche Gegenstände 
eben noch nicht in die Lehrbücher aufgenommen worden sind, denn 
die vermitteln wohl ohne Zweifel die Verbreitung der Forschungs- 
ergebnisse am Besten. Beispiele hierzu giebt es gerade in der Lehre 
von den Determinanten genug; brauchen wir uns doch nur der 
mancherlei Arbeiten zu erinnern, die einander gefolgt sind bei der 
Behandlung der Klasse von Determinanten, die mit den Unterdeter- 
minanten einer anderen gegebenen gebildet sind. 

Das vorliegende Buch ist in zwei Abschnitte geschieden: inner- 
halb des ersten ist alles das enthalten, worum ein Anfänger in diesem 
Gebiete sich würde zu bemühen haben; im zweiten, sehr viel aus- 
gedehnteren Theile finden sich mit allen Einzelheiten bibliographischer 
Anmerkungen die besonderen Forschungen, von denen oben gesprochen 
worden. 
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rV Vorwort des Verfassers. 

Ich bin auf die geometrischen Anwendungen nicht allzu sehr 
eingegangen, weil ja die Determinantenlehre gewissermassen bei jedem 
Schritt, den man in der analytischen Geometrie zu thun hat, sich an- 
wenden lässt, und weil ich denke, wie auch Günther es schon in der 
Vorrede zu seiner werthvollen Behandlung unseres Gegenstandes gesagt 
hat, ein Buch über Determinanten sollte nicht ein Buch über analy- 
tische Geometrie werden. 

Pavia, im Frühling des Jahres 1896. 

Ernesto Pascal. 

Für die vorliegende deutsche Ausgab^ meines im Jahre 1897 in 
italienischer Sprache (im Verlage von Hoepli in Mailand) erschienenen 
Buches habe ich verschiedene Zusätze und Änderungen verfasst und 
desgleichen einen kurzen Abriss von der geschichtlichen Entwicklung 
der Determinantenlehre beigegeben. 

Herrn Dr. Leitzmann spreche ich meinen lebhaften Dank aus 
und hege die Hofl&iung, dass die Übersetzung, die von ihrem Heraus- 
geber mit wirklicher Liebe und vielem Verständniss besorgt worden 
ist, bei mathematischen Lesern des gelehrten Deutschlands günstige 
Aufnahme finden werde. 

Pavia, im April 1900. 

Ernesto Pascal. 



Vorbemerkung des Herausgebers. 



Der wachsende Umfang der mathematischen Wissenschaften, ihre 
Vielseitigkeit in Lehrgegenständen und Methoden hat naturgemäss 
ein Streben zur Folge, das darauf ausgeht, den einheitlichen Zu- 
sammenhang der gesonderten Wissenschaftszweige erkennbar zu er- 
halten und ihre gegenseitige Wechselwirkung zu beleben. Es sind 
Erscheinungen gesellschaftlicher und literarischer Art, die von der 
Bedeutung dieses Zielpunktes für den Entwicklungsgang der neueren 
Mathematik Zeugniss ablegen und unter den letzteren treten hervor 
die Bemühungen um die Erkenntniss der Geschichte der Wissenschaft 
und die Werke von enzyklopädischer Art, im Anschluss hieran auch 
B. G. Teubners neueste Sammlung von Lehrbüchern, der der vorliegende 
Band eingereiht worden ist. 



Vorbemerkung des Herausgebers. V 

In Hinsicht auf Bestrebungen, die den Zusammenschluss der 
mathematischen Forschungen zum Ziele haben, nimmt die Determi- 
nantenlehre wohl eine bevorzugte Stellung ein, insofern sie an und 
für sich vermöge der weitgehenden Anwendbarkeit ihrer Algorithmen 
und Ergebnisse zu einem Bindeglied zwischen den verschiedensten 
Lehrgebieten befähigt und bestimmt scheint. Als „Werkzeug der 
Algebra und Analysis" haben die Determinanten in stetig erweitertem 
Umfange die hohen Erwartungen gerechtfertigt, mit denen ihr Erfinder 
Leibniz vor zweihundert Jahren seinen Gedanken gelehrten Freunden 
angekündigt hat. Und* damit ist die Lehre von den Determinanten 
auch zu einem Hauptabschnitte der Propädeutik des höheren mathe- 
matischen Unterrichts geworden, denn von der näheren Bekanntschaft 
und der Leichtigkeit im Gebrauche dieses Werkzeuges hängt zu einem 
wesentlichen Theile für den Jünger der Wissenschaft ein leichtes und 
sicheres Fortschreiten ab. 

Die vorliegende deutsche Ausgabe der „I determinanti" Emesto 
Pascals schliefst sich, abgesehen von mehreren umfänglichen Ände- 
rungen und Zusätzen des Herrn Verfassers, im Texte so eng, als thun- 
lich schien, ^der Urschrift an. Text und Literaturberichte habe ich 
durchgearbeitet und insonderheit den letzteren eine aufmerksame Prü- 
fung zu Theil werden lassen. Mir schwebte dabei lange Zeit als Ziel 
vor, der Leser solle in dem Buche wenn auch nur anhangweise die 
gesammte erreichbare Determinantenliteratur vorfinden, nach Stoffen 
geordnet und mit kurzen inhaltlichen Vermerken versehen. Meine 
dahin gehenden bibliographischen Bemühungen konnte ich jedoch bis- 
her nicht abschliessen und ein Anhang, der nicht in diesem organischen 
Zusammenhange mit dem abhandelnden Texte des Buches stünde, 
scheint mir neben den von Anderen gegebenen, chronologisch geordneten 
Literaturübersichten entbehrlich. Ich hoffe, dass es mir möglich sein 
wird, meine Vorarbeiten bald zu Ende zu führen und in einer beson- 
deren Veröffentlichung vorzulegen. Uberdiess bietet sich dem, der den 
angezeigten Quellen nachgeht und die zum Vergleiche aufgeführten 
Lehrbücher^) benutzt, von selbst der Zugang zu einer grossen Zahl 
von weiteren einschlägigen Aufi^tzen. Bemerkt sei hier, dass Muir 
im Quarterly Journal of pure and applied mathematics, Bd. 18 (1882) 
[110—149] und Bd. 21 (1886) [299—320] eine „list of writings on 
determinants" in zeitlicher Folge und eine „sapplementary list" ge- 
geben hat, dass in den Jahrbüchern über die Fortschritte der Mathe- 



1) Scott in A treatise on the theory of determinants (1880) nennt allein 
etwa 120 die Determinanten betreffende Abhandlungen, die hier nicht vorkommen. 



VI Vorbemerkung des Herausgebers. 

matik; anfangend mit dem Jahre 1868^ in der Revue semestrielle des 
publications mathematiques seit 1892 regelmässige Anzeigen über die 
neuesten Erscheinungen der Determinantenliteratur sich finden. Muir 
verzeichnet in seiner ersteren Veröffentlichung die Arbeiten aus der 
2*eit von 1693 — 1880 einschliesslich^ er liefert in der zweiten einen 
Nachtr^ und führt die Übersicht bis zum Jahre 1885 fort* 

Dem Lernenden wird es in mancher Hinsicht förderlich sein^ 
wenn er sich an Hand der vorliegenden Darstellung mit den Deter- 
minanten erst vertraut gemacht hat^ auf Abschnitte des viel erwähnten 
Bai tzer sehen Buches zurückzugreifen. In letzterem sind in grösserer 
Breite gewisse Anwendungs- und Grenzgebiete unseres Stoffes behandelt, 
so beispielsweise Beziehungen zur Integration der linearen Differential- 
gleichungen § 9. 3 — 5, zu den linearen, insbesondere den orthogonalen 
Substitutionen § 14. 7 — 8, 10 — 14, zu den bilinearen und quadratischen 
Formen § 6. 5 — 9, § 7. 3 — 5 (Kroneckers Subdeterminantenformel), 
§ 13, dann Anwendungen im Gebiete der Geometrie und zwar in § 15: 
Die Dreiecksfläche und das Tetraeder volum, in § 16: Produkte von 
Strecken, Dreiecken, Tetraedern, in § 17: Polygonometrische und polye- 
drometrische Relationen. An die von Baltzer zu Endq seines § 16 
angezeigten Abhandlungen, insonderheit Frobenius, Anwendungen 
der Determinantentheorie auf die Geometrie des Maasses, Joum. f. Math. 
Bd. 79 (1875) [185—247] schliesst sich an Study, Über Distanz* 
relationen, Zeitschr. f. Math. Jahrg. 27 (1882) [140—159]. 

Was die Geschichte der Determinanten betrifft, so möchte ich, 
die Bemerkungen des Herrn Verfassers ergänzend, hier noch auf 
einen Aufsatz von G. L Gerhardt aufmerksam machen, der unter 
dem Titel: Leibniz über die Determinanten sich findet in den Sitzungs- 
berichten der Akademie der Wiss. zu Berlin. Jahrg. 1891. 1. [407 — 423] 
und auf das umfangreiche Unternehmen von Muir: The theory of 
determinants in the historical order of its development. Part 1. De- 
terminants in general, durchgeführt bis zum Jahre 1844 in einer 
Reihe von Au&ätzen in den Proceedings der Boyal Sodety of Edin-^ 
burgh voL 13, 14, 15, 16 (1886 — 1890), gesondert w^chienen unter 
gleichem Titel London (Macmillan 1890). (Vergleiche Fortschr. d. 
Math. Bd. 22. 1890. S. 41.) 

Zum Schluss möchte ich den Leser bitten, im voraus die näch- 
stehend verzeichneten Zusätze und Berichtigungen des Textes zu be- 
achten, und auf die beiden anhangweise von mir gegebenen Verzeich* 
nisse aufmerksam machen, aus deren einem die benutzten oder ange- 
führten Quellen zu ersehen sind, während das zweite dem Überblick 
und theilweise der inneren Anordnung des Stoffes dienen will. 
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Herrn Professor E. Pascal spreche ich meinen aufrichtigen Dank 
ans für die Geneigtheit, mit der er mein Vorhaben der Übersetzung 
seines Werkes begrüsst und für die thätige Theilnahme, die er der 
Ausgabe durch Mittheilung von Zusätzen und Änderungen und mit 
Durchsicht der Korrekturbogen gewidmet hat. Desgleichen danke ich 
den Herren Professoren Beke, Engel, Ghitzmer und Herrn Privat- 
dozenten Dr. H. Grassmann für mancherlei Bathschläge und Förderung 
bei meiner Arbeit, Herrn Prof. Engel insonderheit für seine Mühe- 
waltung bei Lesung der Korrekturen, der Verlagshandlung aber für 
ihre gefällige und thatkniftige Beförderung. 

Halle-Giebichenstein, Pfingsten 1900. 

Hermann Leitzmann. 



Berichtigungen und Zusätze. 



Als Zusatz zu S. 36 diene: Die Regel von Sarrus lautet ursprünglicli wie 
folgt. Ist die Determinante der dritten Ordnung 

^11 ^1» ^18 

«ji «jj ttjj 

^81 ^82 ^88 

vorgelegt, so bilde man durch Wiederholung der beiden ersten Spalten hinter 
der dritten das Schema: 

\ \ \ i/ »^ j/ 

«11 »12 «18 «11 «12 

«21 «22 «28 «21 «22 

«81 «82 «88 «81 «8» 
,/ i^ i/ \ \ \ 

wobei durch die Pfeile sechs schiefe Schnittlinien angedeutet sind. Man ver- 
binde die einer jeden zugehörenden Elemente unter einander durch Multiplika- 
tion und gebe den dadurch entstehenden sechs Gliedern das Zeichen + oder — , 
jenachdem die betreffende Schnittlinie von der Linken zur Rechten oder von der 
Rechten zur Linken geht. 

Die im Text gegebene Anweisung zur Bildung der sechs Glieder weicht 
nur im Ausdruck ab. 

S. 41 Zeile 8 lies J statt A. 

S. 55 Zeile 5 und 6 lies: der sich leicht auch auf den Fall nicht diago- 
naler Minoren ausdehnen lässt. 

S. 71 Zeile 7 von unten ist anzufügen: = Cayley, Coli. math. pap. vol. 4. 
Cambridge 1891. S. 43 u. 53. 

S. 114 Zeile 8 und 9 lies: knüpfen auch zwei Arbeiten von Siacci an. 

S. 119 Zeile 3 lies: femer statt nämlich. 

S 169 ff. Hier wird der Leser an mehreren Stellen leicht die Bezeichnung 
Komplement durch das Attribut algebraisch ergänzen. 

S. 185 Zeile 10 fuge hinzu: (1868). — Ausserdem ist in diesem Literatur- 
bericht aus Versehen ausgefallen und an gehöriger Stelle nachzutragen: 

V. Szüts, Zur Theorie der kubischen Determinanten. Math Ber. aus Ung. 
Bd. 8 (1890) [199—217]. 
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Abriss der gescMcbtlicben Entwicklung der Determinantenlehre. 



Erst um die Mitte des Jahrhunderts hat sich die Lehre von den 
Determinanten zu dem systematischen Gebilde eines Wissenschafts- 
zweiges verdichtet. Jedoch hatte auch sie, wie alle Lehrbegriffe, ihre 
entfernten Vorläufer und ihre Entwicklung nahm einen langsamen 
Verlauf. 

Wie dies auch bei anderen Lehrgebieten begegnet, wie zum Beispiel 
die Variationsrechnung bekanntermassen bei Gelegenheit des berühmten 
Problems der Brachistochrone ihre Entstehung fand, so begann auch 
die Beschäftigung mit Determinanten aus Anlass einer bestimmten 
Aufgabe; und dies war die Elimination der Unbekannten aus linearen 
Gleichungen. 

Zuerst nahm Leibniz den Vortheil wahr, der sich bei der Eli- 
mination eines Systems von linearen Gleichungen dadurch gewinnen 
liess, dass man als Koeffizienten „des nombres au lieu de lettres", wie 
er selbst sich ausdrückt, benutzte. Und er verstand hierunter im Grunde 
das Verfahren, Zahlen nicht als Grössen, sondern als Indices zu 
verwenden, bei deren angemessener Vertauschung er voraus ahnte, 
von einem Glied der Eliminante zum anderen übergehen zu können. 
Aufzeichnungen von Leibniz, in denen er diese Gedanken angedeutet 
und benutzt hat, sind: ein Brief an seinen Freund L^Hospital vom 
28. April 1693, eine Mittheilung an ihn über die Methode der Tan- 
genten, Ende 1694, und eine Abhandlung in den Acta Eruditorum 
vom Jahre 1700 (Responsio ad Dn. Nie. Fatii Duillierii imputationes). 

Die Schriftsteller nach Leibniz, welche denselben Gedankengang 
befolgten, waren der Ordnung der Zeit nach: Gramer (Introduction 
ä Tanalyse des lignes courbes algebriques, Genfeve 1750), der die 
Regel zur Bildung des Ausdrucks der Wurzeln eines Systems linearer 
Gleichungen fand, Bezout (Recherches sur le degre des equa- 
tions resultantes de l'evanouissement des inconnues. Hist. de 
Tacademie de Paris 1764), Laplace (Recherches sur le calcul inte- 
gral etc. Hist. de Facad. de Paris 1772), der eine andere Bezeichnungs- 
weise anwandte, indem er nämlich einen Zahlenindex in der Höhe 
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55ur Linken jedes Buchstaben setzte, Vandermonde (Memoire sur 
r^limination, Hist. de Tacad. de Paris 1772), der noch eine weitere 
verschiedene Bezeichnung benutzte^ die in ihrer Anwendung zu sym- 
bolischer Darstellung einer Determinante an die sogenannte „umbral 
notation^ von Sylvester erinnert. 

Lagrange kam bei seinen Untersuchungen über die Rotations- 
bewegung eines Körpers und über die Anziehung der Sphäroi'de (Mem. 
de Berlin 1773) auf gewisse Bildungen, die Determinanten dritter 
Ordnxmg mid. Es gelang ihm^ einige grundlegende Eigenschaften 
derselben au&udecken, der Art, wie wir sie jetzt von den sogenannten 
reziproken Determinanten aussprechen, und in denselben Gedanken- 
gang trat ein wenig spater Gauss ein, indem er binare und temäre 
quadratische Formen und deren Transformationen behandelte. Die 
Diskriminante einer solchen Form wurde von Gauss „Determinante^^ 
genannt und hier fand der Name seinen Ursprung, der danach in der 
Folge stets gebraucht worden ist. 

Aber Cauchy war der Ruhm vorbehalten, das Erbe seiner Vor- 
gänger zusammen zu fassen und einen so ansehnlichen Beitrag dazu 
zu liefern, dass er gewissermassen der wahre Begründer der Deter- 
minantenlehre geworden ist. 

Ausgangspunkt für diesen mathematischen Genius war die Theorie 
der alternierenden Funktionen in einer Abhandlung vom Jahre 
1812 (Journal de Tecole polytechnique, Cah. 17. 1815). In dieser 
Abhandlung stellte der Verfasser in allgemeiner Form alle grund- 
legenden Eigenschaften der Determinanten n-ter Ordnung auf, die 
Regeln für die Entwicklung, die Eigenschaften der Reziproken, die er 
Adj unkte nannte, die Anweisung für die Multiplikation zweier De- 
terminanten, und mehreres Andere. Indem er einem schon von Gauss 
für besondere Fälle gegebenen Beispiele folgte, begann er auch damit, 
die n^ Elemente der Determinante in einer quadratischen Matrix an- 
zuordnen, doch benutzte er sehr viel öfter die Darstellung durch das 
andere Symbol 8(+ a^ a^g . . . ann)» 

Was jedoch die Regel für die Multiplikation anlangt, so haben wir 
zu bemerken, dass diese auf einem verschiedenen Wege gleichzeitig 
auch von Bin et gefunden worden war und veröffentlicht in einer 
Arbeit, die abgedruckt steht im vorausgehenden (16.) Heft des Journal 
de Tecole polytechnique. Deshalb wird diese Anweisung auch von 
Einigen die Regel von Binet genannt. 

Die Lehre von den Determinanten war somit in ihren wesent- 
lichsten Punkten abschliessend begründet, doch blieb sie noch 25 Jahre 
unbeachtet, bis 1841 die berühmten Abhandlungen von Jacob i (Grelles 



XVI Abriss der geschichtlichen Entwicklung der Detenninantenlehre. 

Journal Bd. 22) erschienen: De formatione et proprietatibus 
determinantium und De determinantibus functionalibus, die 
die Aufmerksamkeit der Mathematiker wiederum auf die Wichtigkeit 
dieses Lehrbegrififs lenkten und auf die Vortheile, die sich mit seiner 
Hilfe für andere Zweige der Analysis und der Geometrie erwarten 
liessen. Auf die Abhandlungen Jacobis folgten zwei andere Einzel- 
darstellungen, eine von Cayley (Transactions of the Cambridge Phil. 
Soc. vol. 8 (1849) Part I) und die andere von Spottiswoode (Grelles 
Journal Bd. 51) und danach kamen zum Schluss systematische Schriften. 
Die erste vollständige Bearbeitung dieser Art war die von Brioschi 
(Pavia 1854), der die von Baltzer (Leipzig 1857) imd von Trudi 
(Napoli 1862) folgten. Von Baltzers Werke hat man noch vier weitere 
Auflagen (1864, 1870, 1875, 1881) und eine Übertragung ins Fran- 
zösische zu verzeichnen, von Brioschi eine französische und eine 
deutsche Übersetzung. 

Von den neueren Schriften wollen wir anführen die von Studnicka 
(Prag 1871, 2. Aufl. 1899), von Hoüel (Paris 1871), von Hesse 
(Leipzig 1872), von Dölp (Darmstadt 1874), von Mansion (Elements 
Paris 1875, Introduction. Gand 1876, von beiden neueste deutsche 
Ausgaben: Leipzig 1900 und 1899), von Günther (2. Aufl., Erlangen 
1877), von Dostor (Paris 1877), von Scott (Cambridge 1880), von 
Muir (London 1882), von Gordan (1. Bd. der Vorlesungen über 
Invariantentheorie. Leipzig 1885). 

Das Buch von Günther enthält ausführliche bibliographische An- 
zeigen für jeden Theil des Lehrgebietes und eine historische Übersicht 
über seine Entwicklung. Diese Darstellung, sowie die schätzbaren 
Abhandlungen von Studnicka (über die Entwicklung des Determi- 
nantenbegriffs, Prag 1876 und Aug. Cauchy als formaler Begründer 
der Determinantentheorie, Prag 1876) sind zur Abfassung dieser 
wenigen geschichtlichen Angaben benutzt worden. 



Erster Theil. 
Grundlagen des Rechnens mit Determinanten. 



§ 1. Grundlegende Erklärungen. 

Es sei n eine ganze, positive Zahl, und eine Anzahl von n^ Grössen 
gegeben. Die Buchstaben zur Bezeichnung dieser Grössen sollen in 
dem Raum eines Quadrates vertheilt werden, indem man auf einer 
ersten Zeile n von ihnen anordnet, auf einer zweiten Zeile und zwar 
spaltenweise den vorausgehenden zugeordnet wiederum n derselben 
und so fortfährt, bis man die w-te Zeile gebildet hat. 

Um in den weiteren Betrachtungen desto leichter und von einem 
gewissen Ebenmaass begünstigt vorwärts schreiten zu können, erscheint 
es von Vortheil, die gedachten w'^ gegebenen Grössen auf eine be- 
stimmte Weise darzustellen. Wir werden im Besonderen mit a^ die- 
jenige unter ihnen bezeichnen, welche bei der Anordnung im qua- 
dratischen Schema die s-te Stelle auf der r-ten Zeile einzunehmen 
haben wird. 

Das Quadrat wird dann diese Gestaltung aufweisen: 

%1 ^12 * • • ^1« 
^21 ^22 • • • ö^n 

• • • • • • 

Wir nennen die Grössen a die Elemente des Quadrates. 

Wir wollen nun von diesen Elementen n hervorheben, und zwar 
sollen sie der Art ausgewählt sein, dass keinesfalls zwei von ihnen 
derselben Zeile oder derselben Spalte angehören. Diese n Elemente 
wollen wir zu einem Produkt verbinden. Prüfen wir, auf wievielfach 
verschiedene Weise wir ein solches Produkt bilden können. Erstlich 
leuchtet vor Allem ein, dass die n Zeilen sämmtlich werden vertreten 

Pascal, Determinanten. 1 
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sein, da man n Elemente zu wählen hat und nicht zwei unter ihnen 
derselben Zeile angehören dürfen. Mit anderen Worten: es wird 
unter den n Zeilen keine sein, der nicht eines und eben ein einziges 
von den ausgewählten Elementen angehört*, und dasselbe kann man 
für die n Spalten behaupten. 

Wir können jetzt diese n Elemente in der Weise ordnen, dass 
das erste von ihnen ein der ersten Zeile angehöriges Element ist, das 
zweite der zweiten Zeile zugehört, . . . das w-te aus der w-ten Zeile 
herrührt. Es wird dann das Produkt der ausgewählten n Elemente 

sein, wo {r^r^ ... r„) eine Permutation der Zahlen 1, 2, ... n vor- 
stellt. Die Frage: Wie viele, von einander verschiedene, Pro- 
dukte dieser Art lassen sich bilden? entspricht genau der andern 
Frage: Wieviel Permutationen (r^r^ ... r«) sind mit den Ele- 
menten der Zahlenreihe (1, 2, . . . w) möglich? Bekanntlich wird 
diese Anzahl dargestellt durch n\ und daraus lässt sich schliessen, dass 
man n\ Produkte der vorbezeichneten Art bilden kann. 

Man versehe nun jedes derartige Produkt nodt einem Vorzeichen, 
und zwar mit dem Zeichen -j- oder — , jenachdem die Permutation 
der Indices (r^r^ ... r„) eine gerade oder ungerade Permutation ist. 
Wie man aus der Lehre von den Kombinationen weiss, werden dann 
hier ^(w!) Produkte mit dem Zeichen -j- und eben soviele mit dem 
Zeichen — auftreten. 

Die algebraische Summe aller so gebildeten Produkte 
mit den ihnen zugehörigen Vorzeichen nennt man die Deter- 
minante der n^ gegebenen Grössen. 

Einer durch Cayley eingeführten Bezeichnungs weise gemäss pflegt 
man die Determinante mit dem Symbol 

^11 %2 • • • ^1« 

• • • • • • 

ttfil (ln2 • • • (^nn 

darzustellen oder auch, Cauchy zufolge, durch: 

Man nennt die Zahl n die Ordnung der Determinante. 
Es lässt sich leicht bemerken, dass alle Glieder der Determinante 
aus dem einen 

%1 ^22 • • • ^w»* 
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hervorgehen, wenn man die ersten Indices unberührt lässt, die zweiten 
Indices auf jede mögliche Weise ändert und dabei jedem öliede das 
passende Vorzeichen nach der hiefür aufgestellten Regel zutheilt. 

Die Gesammtheit der n? Elemente, wie sie in dem quadratischen 
Schema vertheilt sind, pflegt man eine quadratische Matrix zu 
nennen. 

Die Elemente, deren beide Indices einander gleich sind, wie 
^11' ^z2; • • • heissen gewöhnlich die Hauptelemente, und die diagonale 
Gerade des Quadrats, welche der eingeführten Bezeichnungsweise zu- 
folge eben diese Elemente enthält, pflegt man die Hauptdiagonale 
zu nennen. Die andere Diagonale des Quadrates führt den Namen der 
zweiten Diagonale. 



^21 ^2 



^11 ^12 %8 

^21 ^:J2 ^3 
Ogi 0^2 0^38 



%1^2 ^Vi^\ 



21 



^11^22^83 



- ^11^23^32 ^12^21^33 "T" 

+ a^gagsÖtgi + ^13^21^32 %3^2^1 



§ 2. Yersohiedene Bemerkungen über Determinanten und deren 

wesentliche Eigenschaften. 

Wir gehen dazu über, einige Eigenschaften der Determinanten 
darzulegen, die sich unmittelbar aus der begrifflichen Erklärung her- 
leiten lassen. 

1. Setzen wir eine Determinante voraus, in der sämmtliche Ele- 
mente, abgesehen von den der Hauptdiagonale angehörenden. Null sind: 

au ... 

022 ... 



. • . 



. . . a„n 

Der Werth solcher Determinante ist gleich dem Produkte der 
Elemente der Hauptdiagonale mit positivem Vorzeichen. 

Wenn dem entsprechend in einer Determinante alle Elemente mit 
Ausnahme derer der zweiten Diagonale Null sind, so ist diese Deter- 
minante gleich dem Produkte aller in der zweiten Diagonale enthaltenen 
Elemente, multipliziert mit dem zur Potenz \n {n — 1) erhobenen 
Faktor (— 1). 

1* 
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Es wird nämlich dann die Determinante augenscheinlich auf das 
einzige Glied eingeschränkt: 

Ö^l, n (hfU — l • • • öfn, 1 . 

Das Zeichen desselben wird nach der Anzahl der Inversionen bestimmt, 
welche in der Permutation 

(w, w — 1, w — 2 ... 1) 

enthalten sind. Dies sind genau ^n (n — 1) . 

Ganz dieselben Ergebnisse gewinnt man, wenn in einer Determi- 
nante nur alle Elemente Null sind, die auf einer Seite der Haupt- 
diagonale oder der zweiten Diagonale sich befinden. 

Und so erhellt auch der Satz: 

Wenn in einer Determinante alle Elemente einer Reihe 
(Zeile oder Spalte) verschwinden, so ist die Determinante 
selbst Null. 

Denn jedes Glied der Determinante soll stets ein Element dieser 
Reihe als Faktor enthalten, folglich wird jedes beliebige Glied Null sein. 

2. Wir haben die verschiedenen Faktoren jedes Gliedes der De- 
terminante in der Weise angeordnet, dass ihre ersten Indices die Zahlen 
1, 2, ... w in ihrer natürlichen Folge darstellen. 

Das Vorzeichen, welches dem Gliede dann zukommt, ist ein + 
oder ein — , jenachdem in der Permutation (r^ «^2 • • • ^n) der zweiten 
Indices eine gerade oder ungerade Anzahl von Inversionen ent- 
halten ist. 

Wir wollen nun annehmen, es werde die Anordnung der Faktoren 
eines Gliedes auf beliebige Weise verändert und man habe somit aus 
dem Gliede 

das Glied 

erhalten, wobei: 

zwei Permutationen der Zahlen 1, 2, . . , n vorstellen. 

Bedenken wir, nach welcher Regel man das Zeichen dieses 
Gliedes, wenn es in der letzteren Ausdrucksform auftritt, zu finden 
haben wird. 

Um von der ersten zur zweiten Form überzugehen, benutzen wir 
eine gewisse Substitution mit Bezug auf die Elemente a oder, was 
damit übereinkommt, wir wenden auf die ersten Indices eiue Sub- 
stitution an und eine ähnliche Substitution auf die zweiten Indices. 
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Man kann nun jede Substitution auf eine gewisse Anzahl von 
Transpositionen (Vertauschungen zweier Elemente) zurückführen^ 
und jede Transposition lässt die Anzahl der Inversionen um eine 
ungerade Zahl sich ändern. Wenn demnach die Substitution, die 
ich an den Elementen vornehmen will, m Transpositionen entspricht, 
so wird das folgende Verhalten ersichtlich: die Anzahl s der in der 
Permutation (Sj Sg • • • ^«) enthaltenen Inversionen, vermindert um die 
Zahl der zur Permutation (1, 2, . . . w) gehörigen Inversionen (und 
diese letztere Zahl ist Null) setzt sich zu m Malen aus einer unge- 
raden Zahl zusammen; und so besteht auch die Differenz zwischen 
der Anzahl t der Inversionen von (t^ ^g • . . tn) und derjenigen der 
(rj ^2 . . . rn), nämlich r, m mal aus einer ungeraden Zahl. Es wird also: 

s = m (2Ä+ 1) 

t — r = m(2B+l) 
und daraus folgt: 

5 + ^ = r + (gerade Zahl) 

Also sind die in (r^ ^2 • • • ^») enthaltenen Inversionen gerade oder 
ungerade, jenachdem die Summe der Inversionen von (s^ s^ . - . s«) 
und (^ fg • • • ^n) gerade oder ungerade ausfällt. 

Wir wollen daraus entnehmen, dass man, um das Zeichen unseres 
Gliedes unter der Form: 

festzustellen, nur zu beachten hat, ob die Summe der Inversionen 
gerade oder ungerade ist, die in der Permutation der ersten Indices 
und in derjenigen der zweiten vorkommen. 

Auf diese Weise erscheint die begriffliche Bestimmung der De- 
terminante nun unabhängig von der Anordnung, nach der man sich 
innerhalb jedes Gliedes die Faktoren vertheilt denken möchte, es wird 
damit jene einschränkende Voraussetzung bestimmter Folge der Faktoren 
wieder aufgehoben, welche wir um der grösseren Einfachheit und 
Deutlichkeit willen im vorigen Paragraphen unserer Darstellung auf- 
erlegt hatten. 

3. Wenn man in einer Determinante die Zeilen mit den 
Spalten vertauscht, oder mit andern Worten, wenn man in 
der ersten Spalte die Elemente anordnet, die die erste Zeile 
bildeten, in der zweiten Spalte die Elemente der zweiten 
Zeile und so weiter, erhält man eine neue und der ursprüng- 
lichen gleichwerthige Determinante. 

Denn, nehmen wir 
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als ein Glied der ursprünglichen Determinante an, so ist dies augen- 
fällig, abgesehen vom Vorzeichen, auch ein Glied der neuen Deter- 
minante. Nur stellen jetzt, wenn man die a als Elemente der neuen 
Determinante betrachtet, die ersten Indices nicht mehr die Ordnungs- 
zahl der Zeile vor, welcher das einzelne Element zugehört, sondern 
der Spalte und ebenso wird der zweite Index im Gegensatz gegen 
die frühere Auffassung des Gliedes die Ordnungszahl der Zeile sein. 
Das oben bezeichnete Glied, zugehörig gedacht zur Entwicklung der 
zweiten Determinante, wird das Zeichen + oder — erhalten müssen, 
jenachdem die Summe der Inversionen, die in den beiden Permuta- 
tionen der ersten und der zweiten Indices vorkommen, gerade oder 
ungerade ist. Nun ist offenbar diese Zahl dieselbe, wie die der In- 
versionen innerhalb der Permutation (r^ ^g . . . r«) allein, und daher ist 
das Zeichen, womit man dies Glied als der zweiten Determinante an- 
gehörig zu versehen hat, ganz dasselbe, mit dem man es auch als Glied 
der ursprünglichen Determinante auszuzeichnen hatte. 

Da man die nämliche Betrachtung bei jedem einzelnen Gliede 
wiederholen kann, so erscheint die Richtigkeit der Behauptung ein- 
leuchtend. 

4. Wenn man in einer Determinante zwei parallele Reihen 
mit einander vertauscht, so erhält man eine neue Deter- 
minante, die der ursprünglichen gleich und im Zeichen ent- 
gegengesetzt ist. 

Offenbar ist, abgesehen vom Zeichen, ein Glied der ursprünglichen 
Determinante auch ein Glied der neuen und umgekehrt. 
Zudem, wenn 

a ,h . c , d . . . 

ein Glied der Determinante vorstellt, und die Indices der Stellen, 
welche a, 6, c ... in der alten Determinante einnahmen, beziehungsweise 

^2 ^2 

• • 

sind, so werden die In4ices, die den Elementen desselben Gliedes 
innerhalb der neuen Determinante zukommen, in ihrer Gesammtheit 
durchaus dieselben sein, aber wohl zu bemerken ist, dass unter ihnen 
ein Wechsel eintrat zweier s oder zweier r, jenachdem wir zwei Zeilen 
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oder zwei Spalten mit einander vertauscht haben. Daher wird die 
Summe der Zahlen, welche die in beiden Permutationen, der s und 
der r, bestehenden Inversionen angeben, um eine ungerade Zahl ver- 
mehrt oder vermindert sein, und darum hat man in der neuen De- 
terminante demselben Gliede das entgegengesetzte Zeichen zuzutheilen 
wie in der ersten. 

5. Aus dem vorangehenden Lehrsatze leitet man leicht diesen 
weiteren ab: 

Wenn in einer Determinante zwei parallele Reihen 
identisch übereinstimmen, so ist die Determinante Null. 

Wirklich wird ja die Determinante D, wenn man die beiden 
Reihen unter einander vertauscht, ihr Zeichen wechseln müssen, aus 
D wird — D werden. Aber andrerseits bleibt die Determinante die- 
selbe wie zuerst, da doch die beiden Reihen übereinstimmen. In Folge 
dessen ist Z) = — D und mithin D = 0. 

6. Wenn die Elemente einer Reihe mit ein und derselben 
Zahl k multipliziert werden, so erscheint die ganze Deter- 
minante mit Je multipliziert. 

Es wird nämlich hiebei jedes Glied der Entwicklung, da es stets 
«ines und nur eines der Elemente jener Reihe enthält, mit k multi- 
pliziert sein. 

7. Eine Determinante wird nicht geändert, wenn man 
das Zeichen bei allen den Elementen wechselt, welche un- 
gerade Stellen inne haben. Wir verstehen hier unter un- 
geraden Stellen diejenigen, bei denen die Summe der Indices 
eine ungerade Zahl ist. 

Gedachtes Verfahren ist doch in Wirklichkeit gleichbedeutend 
damit, die 2-te, 4-te, . . . Zeile und überdies auch die 2-te, 4-te, . . . 
Spalte mit ( — 1) zu multiplizieren. So zum Beispiel würde werden: 

— h ^ 
Dem entsprechend und noch allgemeiner gilt der Satz: 

Eine Determinante ändert sich nicht, wenn jedes a»* mit 
jp*'"~* multipliziert wird, wobei man unter p eine beliebige 
Zahl versteht. 

8. Eine Determinante ist Null, wenn die Elemente einer 



Ol b^ Cy 




«1 


«2 6g «2 




<h 


«8 ^8 <^ 




<h 
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Reihe die gleichen Vielfachen der Elemente einer parallelen 
Beihe sind. 

Sind nämlich die Elemente einer Reihe gleich denjenigen einer 
andern, wenn diese mit h multipliziert gedacht werden, so erhält man^ 
wenn man die Elemente dieser letzteren Reihe mit h multipliziert, 
eine Determinante mit zwei parallelen, identischen Reihen, die dem- 
zufolge Null ist. Inzwischen ist solche, durch Multiplikation abge- 
leitete Determinante, gerade der ursprünglichen und mit Ä multipli- 
zierten Determinante gleich. 

9. Wir wollen voraussetzen, dass die Elemente einer Reihe zu- 
sammengesetzte Ausdrücke von gleicher Gliederzahl sind. Es sei also 
eine Determinante von folgender Gestalt gegeben: 



«11 + ^1 + ^11 + • • 


'7 «12 ; 


• • • ; Ö^ln 


<^^l + hl + <kl + " 


• ; «22 ; 


• • • , Öf2n 



« • • 



mn 



Ö^nl + &nl + Cnl -j- • • • , ^„2? ' ' ' , Cl>t 

In jedem Gliede der Entwicklung wird sich hier immer als Faktor 
ein Element -der ersten Spalte finden; das heisst, ein Glied der Ent- 
wicklung wird im Allgemeinen die Form haben: 

(an -f hn + Ci + " ')Ä 

und dabei Ä ein Produkt von (n — 1) Elementen vorstellen, die aus 
den übrigen Spalten ausgewählt sind und den übrigen Zeilen (ausge- 
schlossen bleibt die i-te Zeile sowie die erste Spalte). 
Nun ist dies Glied: 

anÄ -j- 6/1 J. + Cu^ + • • • 

und die Determinante wird sein: 

^+ anÄ -j- ^+ hnÄ -j 

wobei das Zeichen jedes Gliedes nach der gewöhnlichen Regel be- 
stimmt wird. Der erste Theil des betreffenden Ausdruckes ist nichts 
andres, als die gegebene Determinante für den Fall, dass an Stelle 
der Elemente der ersten Spalte einzig die: 

«11 «21 * * * «»1 

belassen sind; der zweite Theil dem entsprechend führt uns auf die 
gegebene Determinante zurück, nur dass in dieser an Stelle der 
Elemente der ersten Spalte die: 

^11 ^21 ' * ' ^ni 



§ 2. Wesentliche Eigenscliaften der Determinante. 



eingesetzt werden, und so des Weiteren. Wir können schliessen, dass 
die vorgelegte Determinante der Summe einer gewissen Anzahl von 
Determinanten gleich ist, die alle aus der gegebenen in der angezeigten 
Weise zu bilden sind. 

Eine Determinante, in der die Elemente einer Reihe 
zusammengesetzte Ausdrücke sind, ist gleich einer Summe 
von Determinanten, bei welchen jene Elemente einfache sind. 

Sind die Elemente der betreffenden Reihe aus r Gliedern zusammen- 
gesetzt, so werden gemäss dem geschilderten Verfahren der Zerlegung 
r Theildeterminanten entstehen. Diese werden in den übrigen Reihen 
völlig mit der gegebenen Determinante übereinstimmen, der Reihe 
der r-gliedrigen Elemente dort wird aber jede von ihnen noch eine 
Reibe mit gleichstelligen Gliedern der gedachten Elemente ent- 
lehnen. 

Wenn wir nun annehmen, dass in der vorgelegten Determinante 
auch die Elemente der anderen Reihen (Zeilen oder Spalten) viel- 
gliedrige Ausdrücke sind, so wird man durch Wiederholung desselben 
Verfahrens mit Bezug auf jede der schon erhaltenen Theildeterminanten 
schliesslich auf eine Summe von Determinanten geführt werden, in 
denen nur eingliedrige Elemente vorkommen. Dabei wird erforderlich, 
alle die ersten, zweiten . . . Glieder der Elemente etwa der ersten 
Spalte auf alle möglichen Arten mit denjenigen in der zweiten^ 
dritten . . . Spalte zu verbinden. Ist jedes Element ein zusammen- 
gesetzter Ausdruck in r Gliedern, so wird man im Ganzen aus der 
ursprünglichen Determinante w-ter Ordnung /•** Theildeterminanten mit 
einfachen Elementen erhalten. 

Zum Beispiel diene: 

a '\' d y 6 + 6' 
c + c', (?+ d 

Es ist von Vortheil, zu beachten, dass, wenn einige Elemente 
nicht gerade r-gliedrige Polynome sind, sondern aus einer geringeren 
Zahl von Gliedern bestehen, um dann doch denselben Satz anwenden 
zu können, man sie als r-gliedrige betrachten darf, indem man nur 
die erforderliche Anzahl von Gliedern mit Null er^nzt. Man erhält 
dann Theildeterminanten, bei denen einzelne Elemente Null sind. 

10. Eine Determinante ändert sich nicht, wenn man den 
Elementen einer Reihe diejenigen einer parallelen Reihe, 
multipliziert mit einer beliebigen Zahl, hinzufügt. 





a, 6 




a', & 




a, V 




a', V 




c, d 


+ 


7 

c', d 


+ 


7 

c, d' 


+ 


7 

c , d' 
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Wir bilden im besonderen Falle aus der Determinante: 



diese andere: 





«11 «12 


• • • «In 






«21 «22 

• • 


• • • a2n 

• • • • 






«nl «n2 


• • • dnn 




«11 + Äai2 , 


«12 ? • 


• «In 


«21 "r "^«22 ? 

• • 


«22 ; • • 

• • • 


• «2» 

• • 


ünl + ^««2, 


«n2; • • 


• ttnn 



Wenn wir nach dem vorausgehenden Lehrsatz bei dieser letzten 
Determinante die Zerlegung der binomischen Elemente der ersten 
Spalte vornehmen, so erscheint die ursprüngliche Determinante wieder 
und dazu tritt eine andre Determinante, in welcher die Elemente der 
ersten Spalte gleich sind denen der zweiten, multipliziert mit ifc, und 
die darum Null ist. 

11. Wenn in einer Determinante die Elemente einer 
Reihe die nämlichen linearen Verbindungen der Elemente 
paralleler Reihen darstellen, so ist die Determinante NulL 

Wenn in der Determinante: 



sich findet: 



a 



11 



«nl 



«In 



Clfnn 



«11 = 
«21 = 



^«12 + ^«18 + ^«14 + 
^«22 + ^«23 + ^«24 + 



Uni = 1can2 + ^««8 + ?«n4 + • • • 

so wird nach der Zerlegung in die entsprechende Anzahl Determi- 
nanten mit eingliedrigen Elementen eine jede von diesen als ver- 
schwindend sich herausstellen, weil sie in einer Reihe Elemente ent- 
halten wird, welche die gleichen Vielfachen zu denen einer parallelen 
Reihe sind. 

Auch die Umkehrung dieses Lehrsatzes ist giltig, wie bei einer 
anderen Gelegenheit gezeigt werden soll. (Im § 55.) 
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8 8. Unterdeterminanten oder Minoren. 

Nach Darstellung einiger grundlegender Eigenschaften^ die sich 
unmittelbar aus der begrifflichen Erklärung der Determinante ergeben, 
liegt es uns ob, die Mittel in Erwägung zu nehmen, mit denen man 
in noch einfacherer Weise eine Determinante berechnen kann. 

Wir werden uns dabei durch den Gedanken leiten lassen, die 
Berechnung einer Determinante von gewisser Ordnung n auf die Be- 
rechnung anderer Determinanten niedrigerer Ordnung zurückzuführen. 

Wir haben aus diesem Grunde die Lehre von den sogenannten 
Unter determinanten vorauszuschicken. 

Denken wir uns eine Determinante der Ordnung n vorgelegt. In ihr 
wollen wir m nach Belieben gewählte Zeilen und desgleichen m Spalten 
unterdrücken. Es bleibt dann eine Determinante von der Ordnung 
{n — m) übrig; diese Determinante heisst in Rücksicht auf die gegebene 
ein Minor von der Ordnung {n — m), oder eine Unterdetermi- 
nante, auch Partialdeterminante, oder endlich abgeleitete De- 
terminante. 

Wenn nun ein System von n^ Elementen im quadratischen Schema 
geordnet vorliegt, so ist es angezeigt, neben der einen Determinante, 
die aus allen Elementen gebildet ist, auch diese sämmtlichen Unter- 
determinanten zu betrachten, welche man mit einem Theil jener 
Elemente hersteUen kann, indem man diese in der ihnen zugewiesenen 
Ordnung und Vertheilung belässt. 

Erhält der Minor zu Elementen seiner Hauptdiagonale solche 
Elemente, die der Hauptdiagonale der gegebenen Determinante ange- 
hören, so heisst er Hauptminor oder Diagonalminor. 

Wir. wollen damit beginnen, zu prüfen, wieviel Unterdeterminanten 
von einer gegebenen Ordnung sich vorfinden. 

Es leuchtet ein, dass es von der Ordnung {n — 1) nur soviel 
giebt, als Elemente vorhanden sind, nämlich n^. Es lässt sich ja eine 
Zeile auf w-fach verschiedene Weise unterdrücken, da es gerade n Zeilen 
giebt, und ebenso kann man auf n verschiedene Weisen die Tilgung 
einer Spalte vornehmen; jedesmal erhält man einen anderen Minor. 
Daher giebt es n .n = n^ Minoren der Ordnung (n — 1). 

Durch eine entsprechende Überlegung stellen wir fest, dass man 
m Zeilen auf 



\m) 



verschiedene Arten unterdrücken kann, wobei mit dieser Klammer- 
bezeichnung der Binomialkoeffizient gemeint ist: 
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n {n — 1) • • • (n — w + 1) 



1 . 2 



m 



= n 



m 



12 



Das Nämliche gilt für den Fall der Tilgung von m Spalten. Wir 
finden somit die Anzahl der Unterdeterminanten von der Ordnung 
(n — m), nämlich: 

[Ol 

Wir werden nun leicht die Zahl der Hauptminoren von ge- 
gebener Ordnung bestimmen. Um solchen Hauptminor von der Ord- 
nung m zu bekommen, braucht man nur (n — m) Paare von Zeilen 
und Spalten, die sich auf der Hauptdiagonale treffen, zu unterdrücken,, 
und dies kann geschehen auf 

verschiedene Weisen. Also sind gerade in dieser Anzahl Haupt-^ 
minoren der Ordnung m vorhanden. 

Wir werden sagen, ein Minor sei von gerader oder ungerader 
Klasse, jenachdem die Summe der Ordnungszahlen gerade ist oder 
ungerade, welche den Zeilen und den Spalten entsprechen, die diesen 
Minor bilden. 

So bleibt, wenn wir in der Determinante: 

Oll ai2 (hs ^14 

^21 ^2 ^23 ^4 



%1 ^32 ^33 ^84 
^41 ^42 ^48 ^44 



die 2-te und 3-te Zeile und die 2-te und 4-te Spalte tilgen, der Minor 
2-ter Ordnung zurück: 

'^13 



^'41 ^43 



Derselbe ist aus Elementen der Spalten 1, 3 und der Zeilen 1,'4 
gebildet; die Summe dieser vier Zahlen ist 9; also ist dies ein Minor 
von ungerader Klasse. 

Im Gegentheil ist der andere Minor gleicherweise 2-ter Ordnung 



^11 ^12 



von gerader Klasse. 

Die m Zeilen und m Spalten, die wir in einer Determinante 
unterdrücken, schneiden sich in m^ Elementen dieser Determinante, 
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und diese bilden ihrerseits wiederum eine Determinante, welche eben- 
falls ein Minor der gegebenen Determinante sein wird; denn man 
wird ja auch sie darstellen können, indem man die Zeilen und Spalten, 
die vorhin unterdrückt worden waren, bestehen lässt und im öegen- 
theil diejenigen Zeilen und Spalten tilgt, die zuerst übrig gelassen 
waren. Dieser Minor ist von der m-ten Ordnung. Er enthält Ele- 
mente, »welche in dem andern Minor, den wir vorher betrachteten, 
nicht auftraten. Mit Vortheil widmet man solchen Paaren von Minoren 
eine gemeinsame Untersuchung, man nennt dabei den einen kom- 
plementär zum andern oder sein Komplement. 

Zum Beispiel sind die komplementären Minoren zu den zwei kurz 
vorher verzeichneten beziehungsweise: 



und 



«22 


«24 


«82 


«84 


«23 


«24 


«33 


«34 



Vor Allem leuchtet zunächst ein, dass die Summe der Ord- 
nungen zweier Minoren, wovon der eine komplementär zum andern, 
stets gleich n ist. 

Ausserdem werden wir von den Zahlen, durch die der Klassen- 
charakter zweier komplementären Minoren bestimmt wird, leicht nach- 
weisen können, dass entweder beide gerade oder beide ungerade sind. 

Denn addiert man die Ordnungszahlen der Zeilen und der Spalten, 
die in dem einen und dem andern Minor vorkommen, so wird man, 
da ja in der Gesammtheit der beiden Minoren alle Zeilen und alle 
Spalten und zwar jede ein einziges Mal dargestellt sind, immer als 
Ergebniss erhalten: 

das heisst, eine gerade Zahl, und somit wird unsere Behauptung 
erwiesen. 

Es ist von Nutzen, folgende Bezeichnung einzuführen. Bei ge- 
gebenem Minor haben wir erklärt, was unter dem zu ihm kom- 
plementären (dem Komplemente) verstanden werden soll; betrachten 
wir den letzteren aber mit einem Vorzeichen versehen und zwar als 
positiv oder negativ, jenachdem er von gerader oder ungerader Klasse 
ist, dann wollen wir ihn adjungiert nennen oder das algebraische 
Komplement des gegebenen Minors. 
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§ 4. Entwioklujlg einer Determinante nach Determinanten niedrigerer 

Ordnung. 

Heben wir einen Minor einer gegebenen Determinante und sein 
algebraisches Komplement hervor. 

Wir wollen das Produkt der beiden so erhaltenen Unterdeter- 
minanten büden. 

Der eine Minor (von der Ordnung n — m) wird, wenn er gemäss 
unserer Erklärung der Determinante entwickelt ist, (n — m)\ Glieder 
begreifen und der andere (von der Ordnung m) m\ Glieder. In dem 
Produkte der beiden werden also 

(w — m)\ m\ 
Glieder enthalten sein. 

Wir werden zeigen, dass jedes dieser Glieder mit demselben Vor- 
zeichen, wie wir es behufs seiner Einführung in die Rechnung hier 
festgesetzt hatten, auch in der Entwicklung der vorgelegten Determi- 
nante erscheint. 

Nehmen wir an, der Minor von der Ordnung m sei gebildet aus 
den Zeilen mit Ordnungszahlen 

und aus den Spalten, deren Ordnungszahlen 

wobei man nach den Erklärungen des vorigen Paragraphen (siehe S. 11) 
weiss, dass: 

«1 < «2 < • • • < s, 

^1 < ^2 < • • • < ^* 

Der komplementäre Minor wird aus Elementen zusammengesetzt 
sein, die den ZeUen und Spalten entnommen sind, deren Ordnungs- 
zahlen unter den Zahlen (s) und (r) nicht auftreten. 

Mögen beziehungsweise und in richtiger Folge die Zahlenreihen: 

Si < V • • • < 5n-i 
r^ < ^2' • • • < ^« 

die Ordnungszahlen der Zeilen und Spalten des komplementären Minors 
der Ordnung (n — m) vorstellen. 

Die Zahlen (s) und (/) bilden zusammen genommen eine Per- 
mutation der Zahlen 1, 2, • • • w , desgleichen die Zahlen (r), (/). 

Ein Glied des Produktes der beiden Minoren wird augenschein- 
lich ein Produkt von n Elementen der gegebenen Determinante und, 






•m 
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weil unter diesen, in ihm vereinten Elementen nicht zwei derselben 
Spalte oder Zeile angehören, wird es zugleich, abgesehen noch vom 
Vorzeichen, ein Glied der Entwicklung der gegebenen Determinante 
sein. Ein solches Glied wird im Allgemeinen die Form haben: 



«*.e. ««.f. • • • o*»fm X ''•i'ei' "«.'e.' ' * * «*'._„.?■,_ 



m 



• • Ttn 



wobei unter {fi^ Q% ' ' ' Qm) ^^^^ Permutation der Zahlen r^ r^ 
zu verstehen ist und unter (q^' Q% ' ' ' Qn—m) eine Permutation der 
Zahlen r/ r/ • • • r'n—nf Vorausgesetzt, die Permutation (p^ p^ • • • Qm) 
enthalte q Inversionen und die andere (q^ Qi ' ' ' Qn-m) deren (f\ so 
wird das Zeichen jenes Gliedes insoweit übereinstimmen mit dem 
Zeichen von 

und weiterhin wird das endgiltige Zeichen jenes Gliedes demjenigen von 

gleichkommen, wenn wir nämlich an die Übereinkunft denken, nach 
der wir das Vorzeichen des Produktes zweier Minoren umkehren 
wollten, falls diese Minoren der ungeraden Klasse angehören, das heisst 
hier im Besonderen, wenn 

eine ungerade Zahl ist. 

Wir wollen nun andrerseits prüfen, welches Zeichen für dies Glied 
zu wählen sein wird, wenn man es als zugehörig zur Entwicklung 
der gegebenen Determinante betrachtet. 

Sein Zeichen wird von der Anzahl der Inversionen abhängig sein, 
die sich finden in den Permutationen: 

(«1 «2 • • • ^m V V • • • Sn-m) 
(Pl 92" Qm Qi Qi ' ' Qn-m) 

Es bilden nun die (s) und desgleichen die (s) unter einander 
keine Inversionen, da sie ja in aufsteigender Folge geordnet sind. 
Dagegen können die (s) Inversionen mit den (/) bilden. Die Zahl 
dieser Inversionen kann man in folgender Weise berechnen: s^ wird 
in Inversion stehen zu den (s^ — 1) kleineren Zahlen und da doch 
S2 ' ' ' Sm sämmtlich grösser sind als s^ , so werden sich die betreffenden 
Zahlen allein« unter den 5' vorfinden. Ebenso wird $2 mit (s^ — 1) 
kleineren Zahlen Inversion bilden, doch da 5^ schon eine von diesen 
ist, so werden ihrer unter den s' nur noch ($2 — 2) bleiben. Und 
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fährt man so fort, so erhält man endlich die Zahl der Inversionen, 
welche zwischen den s und den 5' bestehen, dargestellt durch: 

«1 — I+S2 — 2 + S3 — 3H [-Sm-m=s^-\'S^-\ [-Sm — -^m{m-\'l) 

Wir wollen jetzt die Inversionen innerhalb der Zahlreihe (q) (p') 
untersuchen. Das sind erstens solche, die dem Theil (p) angehören, 
und deren Zahl wir im Vorangehenden mit q bezeichnet haben; dann 
die, welche die (p') mit einander bilden, der Zahl nach 9'; endlich sind 
es solche, die zwischen den (q) und den (9') bestehen. 

Die letzteren kann man berechnen, wenn man bemerkt, dass ihre 
Zahl sich bei beliebiger Vertauschung der q unter einander nicht 
ändert, und so zum Beispiel, wenn man diese der Grösse nach in 
aufsteigender Reihe ordnet. Danach bestimmt man ihre Anzahl mit 
Hilfe derselben Betrachtung, die zuletzt noch bezüglich der s ange- 
stellt wurde, und man findet dafür: 

9i + P2 + • • • +9m — ^m{m-\-l) 
Also wird das gesuchte Vorzeichen dasjenige von: 

indem man beachtet, dass m (m -}- 1) sicher eine gerade Zahl ist. 
Da nun 

weil die q dieselben Zahlen sind, wie die r, und nur in verschiedener 
Ordnung, erfährt man schliesslich, dass das Zeichen, welches man 
dem öliede 

in der Entwicklung der gegebenen Determinante beizulegen hat, das 
nämliche ist, womit dieses Glied, nach geschehener Übereinkunft, in 
dem Produkte der beiden komplementären XJnterdeterminanten erscheint. 

Hiermit ist erwiesen, dass ein solches Produkt mit dem 
Zeichen + oder — versehen, jenachdem die Unterdetermi- 
nanten gerader oder ungerader Klasse sind, einen Theil der 
gegebenen Determinante darstellt. 

Wir betrachten nun m Zeilen oder m Spalten. Die Zahl der 
Unterdeterminantßn von der Ordnung m, die in diesen Zeilen oder 
Spalten enthalten sind, beträgt offenbar: 



\mj ' 
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Multiplizieren wir jede von ihnen mit der zu ihr gehörigen 
komplementären Unterdeterminante und geben dem Produkte nach 
der gewohnten B^el das Zeichen -f" oder — ^ so erhalten wir im 
Ganzen 



( \{n — m)\ m\ = n\ 



Glieder, lauter unter einander verschiedene, da ja zwei in den m aus- 
gewählten Zeilen enthaltene Minoren stets wenigstens in einer Spalte 
sich von einander unterscheiden. Indessen gehören alle diese Glieder, 
wie vorher nachgewiesen, der gegebenen Determinante an, ttnd diese 
andrerseits hat nur n\ Glieder und nicht mehr. Demnach können wir 
schliessen, dass wir auf solche Art sämmtliche Glieder der vor 
gelegten Determinante erhalten. 
Wir sagen deshalb: 

Eine Determinante ist gleich der Summe der Produkte 
ihrer Minoren, enthalten in m Zeilen oder Spalten (wobei m 
beliebig), in deren komplementäre Minoren, wenn man jedem 
Produkte das Zeichen -|- oder — giebt, jenachdem die Mi- 
noren, die man multipliziert, von gerader oder ungerader 
Klasse sind. 

Kürzer noch nach der vorher eingeführten Bezeichnungs weise: 

Eine Determinante ist gleich der Summe der Produk te 
ihrer Minoren, enthalten in m Reihen, in deren algebraische 
Komplemente. 

Dieser Zerlegungssatz für Determinanten (La place scher Satz) 
wird in § 9 in erweiterter Fassung uns wiederum beschäftigen. 

Setzen wir im Besondern m == 1 , so führen wir die Betrachtung 
auf alle in einer einzigen Reihe enthaltenen Minoren zurück. Solche 
Minoren sind die Elemente selbst und ihre Klasse wird festgestellt, 
wenn man die Indices addiert, die die Stelle des betreffenden Ele- 
mentes anzeigen. 

Wir gewinnen daher den Satz: 

Eine Determinante ist gleich der algebraischen Summe 
der Produkte, in denen die Elemente einer Zeile oder 
Spalte mit den zugehörigen algebraischen Komplem enten 
verbunden sind. 



Pascal, Determinanten. 
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g 5. Eigenschaften der Minoren einer Determinante. 

Bemerkenswerth ist der folgende Lehrsatz über Minoren einer 
Determinante. 

Wir haben gezeigt, dass die Summe der Produkte der Elemente 
einer Zeile (oder Spalte) in ihre entsprechenden algebraischen Kom- 
plemente gleich der gegebenen Determinante ist. Nennt man die 
Determinante D und 

die Elemente einer Zeile, sowie 

Art Är2 ' ' • Arn 

ihre algebraischen Komplemente, so erhält man die Beziehung: 

Wir wollen nun eine weitere, zu der eben bezeichneten parallele 
Zeile, nämlich 

(^si ö^«2 • • • Ctsn 

hervorheben. Es sei also s verschieden von r. Dazu gehören die 
entsprechenden algebraischen Komplemente: 

Asi As2 • • • Asn 

Es lässt sich leicht zeigen, dass: 

Die linke Seite dieser Gleichung kann man nämlich als Ent- 
wicklung einer Determinante auffassen, die man aus der vorgelegten 
Determinante erhält, wenn man darin die s-te Zeile tilgt und dafür 
die Elemente der r-ten Zeile einsetzt; man bekommt alsdann die Ent- 
wicklung einer Determinante, die identisch Null ist, weil sie zwei 
parallele übereinstimmende Zeilen besitzt. 

Wir können demnach den Satz aussprechen: 

Die Summe der Produkte der Elemente einer Zeile (Reihe) 
in die algebraischen Komplemente der entsprechenden Ele- 
inente einer parallelen Zeile (Reihe) ist Null. 

Dieser Lehrsatz lässt sich in gehöriger Verallgemeinerung für die 
Summe der Produkte von Minoren aufstellen. 

Nehmen wir in Betracht m parallele Zeilen, die in ihnen ent- 
haltenen Minoren und die zugehörigen algebraischen Komplemente. 
Daneben heben wir ein andres System von m Zeilen hervor gleicher 
Richtung mit jenen, ein von dem ersteren System verschiedenes, das 
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also wenigstens eine Zeile enthält, die in dem andern nicht vor- 
kommt. Die in diesen neuen m Zeilen enthaltenen Minoren kann man 
zu den Minoren der m erstgewählten Zeilen in eine eindeutige Be- 
ziehung setzen, indem man diejenigen Minoren als entsprechende be- 
trachtet, die von denselben Spalten gebildet werden. Man kann nun 
zeigen, dass hier der Satz gilt: 

Die Summe der Produkte der in m Zeilen (Reihen) ent- 
haltenen Minoren in die algebraischen Komplemente der 
entsprechenden Minoren, die in m anderen parallelen Zeilen 
(Reihen) enthalten sind, ist Null. 

Wir machen die Annahme, wir hätten es im Besonderen mit den 
Minoren zu thun, welche in den m Zeilen der Ordnungszahlen 

vorkommen, und weiterhin sei das zweite System aus m Zeilen auf- 
gestellt gemäss den Ordnungszahlen: 

wobei einige der (v) auch mit einigen der (/it) übereinstimmen 
können. Bezeichnen wir durch M^ M^ . . . die in den Zeilen ^i - - - fim 
enthaltenen Minoren und durch M^' M^ • • • deren algebraische Kom- 
plemente, so wird der Werth der Determinante 

M, M( + Jlf, Jf/ + . . . 
gleichkommen. 

Benennen wir andrerseits die in den Zeilen v^ • • • v«» enthaltenen 

Minoren mit JV^ .Ng • • • , so bedeutet der Ausdruck: 

iV, Ml + i^, Jlf,' + . . . 

nichts andres als den Werth einer Determinante, die aus der gegebenen 
hervorgehen würde nach Tilgung der Zeilen fti • • • /*m , wenn an deren 
Stelle Zeilen eingesetzt werden, die in ihren Elementen mit denjenigen 
der Ordnungszahlen v^ • • • Vm übereinstimmen. Eine solche Determi- 
nante wird dann nothwendig wenigstens zwei gleiche parallele Zeilen 
aufweisen, da ja die beiden Systeme von je m Zeilen wenigstens 
in einer Zeile sich unterscheiden. Denmach hat sie den Werth 
Null und in Folge dessen wird auch der Ausdruck: 

N^ m; + i^, jf,' + . . . 

wie wir es beweisen wollten, verschwinden. 

Eine weitere Eigenschaft der Minoren wird im Folgenden be- 
sprochen. 
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Wir wollen mit Art das algebraische Komplement eines Ele- 
mentes Ort bezeichnen. Es soll also in dem Symbol Ars das ge- 
dachtem Minor zugehörige Zeichen eingeschlossen verstanden werden. 

Nun gilt der Satz: 

Ist die Determinante gleich Null, so werden die alge- 
braischen Komplemente der Elemente einer Zeile (oder 
Spalte) proportional sein denen der Elemente einer be- 
liebigen andern parallelen Zeile (oder Spalte). 

Es spricht sich dies in der Formel aus: 



An 



\-8i 



■Asn 



Das algebraische Komplement Äri läist sich auf folgende Weise 
schreiben: 



Ari = 



»11 »12 




»In 


»21 »22 




»2n 


»r—1,1 »r — 1,2 




»r-l,n 


1 







»r-l-1,1 »r+1,2 




' »r-hl,n 


»nl »n2 




• ^nn 



und ist eine Determinante, die aus der gegebenen hervorgeht, wenn 
man dort die r-te Zeile unterdrückt und an deren Stelle eine Zeile 
einsetzt, die mit den Elementen 

1 ... 

gebildet ist. 

Wenn wir eine beliebige Spalte mit J.,* multiplizieren, erhalten 
wir das Produkt Äri -4,*. Nehmen wir andrerseits an, die h-te Spalte 
werde mit A^k multipliziert und nach dieser Veränderung zu den 
Elementen derselben hinzugefügt die Elemente der ersten Spalte, mul- 
tipliziert mit Äsi, die der zweiten multipliziert mit -4,2 imd so fort, 
dann werden die Elemente solcher Arten Spalte alle bis auf eines 
verschwinden, weil die Gleichungen gelten: 

»n J.,1 H + »1* ^Ä + • • • + »1» Äsn = 



»*i ^,1 H + »,* J^ifc H + a,„ 4,^ = 2) = 
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Das auf der r-ten Zeile stehende Element wird im Gegentheil 
einfadb Agi. 

Mithin wird die Entwicklung solcher Determinante zufolge der 
Yorbezeichneten Umwandlung sich einschränken auf das Produkt von 
Ati mit dem algebraischen Komplemente desjenigen Elementes, welches 
der Ä^ten Spalte und der r-ten Zeile angehört, das heisst Ark • Daher 
ergiebt sich die Beziehung: 

oder 

A»l Äsk 

Durch Einführung der Werthe Ä = 2, 3, • • • w erhält man alle 
oben angedeuteten Verhältnisse. 



§ 6. Multiplikation zweier Determinanten. 

Das Produkt aus zwei Determinanten derselben Ordnung lässt 
sich mittelst einer Determinante von gleicher Ordnung ausdrücken. 
Der Nachweis dieser Eigenschaft und die einfache Regel zur Bildung 
der verschiedenen Elemente der neuen Determinante sind das Ziel 
unsrer Betrachtungen in diesem Paragraphen. 

Mögen die beiden Determinanten bezeichnet sein durch: 



und 



»11 


' ' • (hn 


Uni 


• • • €Lnn 


hl 


• • • Kn 


• 


. > .. . 


bnl 


• • • Kn 



Ihr Produkt wird man durch die einzige Determinante 
Ordnung 2n: 



der 



«11 •• 


■ Clin 


• 


•0 


• • • 

a„i • • 


• 
• «nn 


• • 

• 


• • • 

• 


l-- 


• 


in- 


•fein 


• • • 1 

••• 


» • 
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• • 

Kl- 


• • • 

• • hnn 


FT» l • « 


1 


• m 


t 



ausdrücken können. Hierbei ist gemeint, dass das Quadrat von Ele- 
menten zur rechten Seite des Quadrates der a durchaus nur Elemente 
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Null enthält, das Quadrat aber zur Linken der b die Elemente auf 
der Hauptdiagonale gleich — 1 und alle übrigen Elemente gleich NulL 

Wenn man diese Determinante nach Produkten der in den ersten 
n Zeilen enthaltenen Minoren entwickelt und beachtet^ dass von diesen 
Produkten nur das eine von Null verschieden ist, welches die De- 
terminante der a enthält und als zweiten Faktor das algebraische 
Komplement derselben mit positivem Zeichen, die Determinante der b, 
so ergiebt sich, dass eine nach obigem Schema zusammengesetzte De- 
terminante genau dem Produkte der beiden gegebenen gleich ist. Nun 
können wir aber durch eine leichte^ Umwandlung diese Determinante 
2n-ter Ordnung wiederum auf eine Determinante von der Ordnung n 
zurückfuhren. 

Fügen wir nämlich den Elementen der (n + l)-ten Spalte die 
der ersten Spalte hinzu, multipliziert mit fe^, dann die der 2-ten 
Spalte, multipliziert mit b^i . . ., die der w-ten endlich nach Mul- 
tiplikation mit bni, so wird die Determinante hierdurch nicht geändert 
und die Elemente der (n + l)-ten Spalte gehen beziehungsweise über 
in die folgenden: 

^U Wl + ö^ij 621 + • • • + ^Inbnl 
^51 ^11 + ^32 ^21 + • • • + «2n 6nl 

• • • • • • 





Addieren wir nun noch zu den Elementen der (n + 2)-ten Spalte 
die der ersten, zweiten, • * * n-ten, entsprechend multipliziert mit 
^121 ^22 > * * * ^ni} so werden die Elemente dieser (n + 2)-ten Spalte 
sich darstellen in der Reihe: 

«11 ^2 + «12 ^22 H h ai-ft-2 

^1 ^12 + ^2 ^2 + • * * + ^3« bni 

% * • % % % 

fl.lfti» + «iiS&M H h «Hilft«» 



» 



Wenn man hiermit fortßhrt, so ersieht man, dass unsere De- 
terminante auf diese Weise in eine andere, aach 2N-ter Ordnimg, ver- 
wandelt wird^ in der jedoch an der Stelle, die zuerst die 6 einnahmen, 
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Elemente Null erscheinen und in dem Bereich der Elemente Null, die 
anfänglich rechtsseitig zu dem Quadrate der a sich befanden, bilineare 
und homogene Ausdrücke in den a und h sich einstellen. Setzt man 
nämlich 



SO zeigt unsere Determinante nach geschehener Umwandlung die 
folgende Gestalt; 



a 



11 



• • • ain 


Cll • 


• • Cln 


• • • • 

• • • a«n 


Cnl • 


• • 
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• • • • 
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Wenn man nun diese Determinante nach Produkten der in den 
letzten n Spalten enthaltenen Minoren entwickelt und dabei beachtet, 
dass in den betreffenden Spalten überhaupt nur ein von Null ver- 
schiedener Minor sich findet, nämlich die Determinante der c, und 
dass das algebraische Komplement dieses Minors durch die De- 
terminante 

— 1 • • • 

i ^ ( 1)" 

... -1 I 

gebildet wird, die jedoch (nach der Erklärung am Ende von § 3) 
mit dem Vorzeichen von: 



(-ly 



4-2+ • • . +n4-(n+l)+ • • • +2 



« = ( l)(2n + l)» = ( ly 



ZU versehen ist, so ist der Schluss gestattet: Unsere Determinante der 
Ordnung 2n stimmt dem Werthe nach genau überein mit der De- 
terminante: 



ai 



Cnl 



• • • 



Cln 



Cnn 



und dies ist eine Determinante »^ter Ordnung. 
Hiermit ergiebt sich auch das 

Bildungsgesetz für die Produktdeterminante: Die Glieder 
ihrer ersten Zeile entstehen, wenn man die Summe der Pro- 
dukte herstellt, in denen die Elemente der ersten Zeile der 
einen der gegebenen Determinanten nacheinander mit d en 
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Elementen der ersten^ zweiten^ ...^ der n-ten Spalte der 
andern Determinante verbunden sind; es ist dabei gemeint, 
dass nur die Elemente mit einander multipliziert werden 
sollen^ die je auf ihrer Zeile und auf ihrer Spalte gleich- 
namige Stellen inne haben; gleicherweise entstehen dann 
die Glieder der zweiten Zeile, wenn man die Summe der Pro- 
dukte aufstellt, in denen Elemente der zweiten Zeile erster 
Determinante mit Elementen erster, zweiter, . . . w-ter Spalte 
der andern Determinante zusammentreten, und dem ent- 
sprechend ist fortzufahren. 

Nach dieser Regel hat man die Zeilen der ersten Determinante 
mit den Spalten der zweiten zu verbinden; natürlich kann man jedoch 
aus dieser Begel sogleich eine weitere herleiten, bei der in gewohnter 
Weise die Zeilen der ersten Determinante mit den Zeilen der 
zweiten, oder auch die Spalten mit den Spalten verbunden werden. 

Wirklich können wir, wenn es uns beliebt, in der zweiten De- 
terminante die Zeilen nüt den Spalteii vertauschen und danach wird 
die Verbindung der Zeilen der ersten Determinante mit den Spalten 
der zweiten auf eine Verbindung der Zeilen der ersten und der Zeilen 
der zweiten in ihrer früheren Gestaltung hinauskommen. 

Auf solche Art kann die Produktdeterminante vier verschiedene 
Formen annehmen, da man ja verknüpfen kann die Zeilen der einen 
Determinante mit den Zeilen der anderen oder die Zeilen der ersten 
mit den Spalten der zweiten, oder die Spalten der ersten mit den 
Zeilen der letzteren oder endlich die Spalten jener mit den Spalten 
dieser. 

Die hier nachgewiesene Begel gilt zunächst für das Produkt 
zweier Determinanten derselben Ordnung. Wenn aber die beiden 
Faktoren von verschiedener Ordnung sind, so kann man die nämliche 
Begel in Anwendung bringen, vorausgesetzt nur, man habe die beiden 
Determinanten erst zur gleichen Ordnung übergeführt, das heisst, durch 
geeignete HinzufQgung einer Anzahl von Zeilen und ebensoviel Spalten 
bewirkt, dass die Determinante niederer Ordnung ohne Änderung ihres 
Werthes die Ordnung der andern erreicht hat. 

Durch ein Beispiel wird die Sache deutlicher erscheinen. 

Setzen wir den Fall, es sei eine Determinante ö-ter Ordnung mit 
einer 2-ter Ordnung 

a h 

c d 
zu multiplizieren. 



§ 6. Produkt zweier Determinanten. 25 

Diese lässt sich sogleich auf die Form einer Determinante 5-ter 
Ordnung bringen, indem man sie auf folgende Weise schreibt: 

«6000 
c d 
10 
10 
1 I 

Nach der bekannten Anweisung für die Entwicklung einer De- 
terminante ist diese letzte Determinante gleich der vorgelegten von 
2-ter Ordnung. 

Wenn die beiden gegebenen Determinanten identisch sind, so er- 
hält man nach dem angezeigten Verfahren das Quadrat einer Deter- 
minante. Mögen die Elemente der gegebenen Determinante ars heissen 
und die des Quadrates Crs- 

Das Element Cr» ist, Beispiels halber, die Summe der Produkte 
der Elemente aus der r-ten Zeile, multipliziert in die Elemente der 
5-ten Zeile, während Csr die Summe der Produkte darstellt, in welchen 
die Elemente der 5-ten Zeile mit denen der r-ten Zeile vereinigt sind. 
Demgemäss ist 

Ort Cgr 

Nennen wir diejenigen zwei Elemente einer beliebigen Determi- 
nante konjugierte, bei denen die Indices dieselben, aber unter ein- 
ander vertauscht sind, so gewinnen wir den Satz: 

Das Quadrat einer gegebenen Determinante ist eine De- 
terminante, deren konjugierte Elemente zu zwei und zwei 
einander gleich sind. 

So gestaltete Determinanten heissen symmetrische, von ihnen wird 
in der Folge (§ 16) die Rede sein. 

Die Begel für die Multiplikation der Determinanten findet man 

zum ersten Male dargestellt in den beiden Abhandlungen: 

Binet, Snr im Systeme de formules analytiques, et leur application ä des 
consid^rations g^om^tnques. Journ. de l'^c. pol. cah. 16 (mai 1813) [280 — 854]. 

Cauchy, Sur las fonctions qni ne penvent obtenir qae deux valeurs Egales 
et de eignes contraires par saite des transpositions op^r^es entre las variables 
qu'ellas renferment. Journ. de l'^c. pol. cah. 17 (janv. 1815) [29 — 112]. 

Beide Abhandlungen sind am gleichen Tage, dem 30. Nov. 1812, im Institut 
de France veröffentlicht worden. 

Man vergleiche hierzu Baltzer, Det. 1881. S. 49 Anm., Günther, Det. 
1877. S. 24 f. und die Bemerkungen Stäckels in der deutschen Ausgabe von 
Jacobis De formatione et proprietatibus determinantium. Leipzig 1896. Ostwalds 
Klassiker der exakten Wissenschaften N. 77. S. 72. 
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g 7.. Die Produktdeterminante zweier xeohteekigeT Matrioes. 

Die Beschäftigung mit der Bildung der Produktdeterminante zu 
zwei gegebenen Determinanten veranlasst uns, eine Bezeichnung und 
einen neuen Begriflf einzuführen. 

Mögen Crs die Elemente des Produktes C, entsprechend »r«, 6r* 
diejenigen der vorgelegten Determinanten Ä, B heissen. Wir betrachten 
nun im Besonderen den folgenden Minor von C: 



Cn 


^12 • 


• • 


Cim 


• 


^22 • 

• • 


• • 

• • 


C2m 

• 


Cml 


€,„ 2 • 


• • 


(^mm 



Nehmen wir an, das Produkt C sei hergestellt worden, indem 
man die Ä und B nach Zeilen multipliziert habe. Dann ist das 
Element Cr, durch die Formel gegeben: 

Crs = Ötrl6*l + ar2&«2 + • • • + »^«6,« 

Der obige Minor kann nun auf folgende Art symbolisch dar- 
gestellt werden. 

Wir wollen ein Verzeichniss von m . n Elementen, in dem diese 
in Gestalt eines Rechtecks angeordnet sind, eine rechteckige Matrix 
nennen; und zwar soUen m Zeilen vorhanden sein, dabei eine jede 
aus n Elementen bestehen. Wird m = n gesetzt, so erhält man die 
quadratische Matrix, wie wir sie schon in unserem einleitenden 
Paragraphen eingeführt haben. 

Wir wollen zwei solche rechteckige Matrices, nämlich: 

^11 ^12 * * * ^1« 
^21 ^22 * * ' ^2n 

• • • • • • 

Ö^ml ^m2 • • • (^mn 

und: 

in 6i2 • • • hn 

&21 ^22 • * * ^2« 



• • • 



in Betracht nehmen. 

Verbinden wir nun die erste Zeile der einen Matrix mit der 
ersten Zeile der andern, in derselben Weise, in der wir vorgingen, 
das Produkt zweier Determinanten herzustellen, mit andern Worten, 
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bilden wir die Summe der Produkte, in welchen die Elemente der 
ersten Zeile jener Matrix mit denen der ersten Zeile dieser multi- 
plikativ verbunden sind, verbinden dann ebenso die erste Zeile der 
einen mit der zweiten, dritten, . . ., m-ten der andern Matrix und wieder- 
holen das Verfahren gleicherweise rücksichtlich aller folgenden Zeilen 
der ersteren Matrix, so erhalten wir augenscheinlich im Ganzen 
m.m = m^ Elemente, die genau mit denen des obigen Minor von C 
übereinstimmen. 

Es ist dies eine Bemerkung von grundlegender Bedeutung, weil 
uns hierdurch gewissermaassen ein Weg gezeigt wird, den Minor von C 
mittelst der zwei rechteckigen Matrices, wie sie oben gekennzeichnet 
sind, darzustellen. 

Dies leisten wir durch die Erklärung: 

Es heisse die Determinante: 

T 

<^11 • • • Cim 



• • • 



Cml • • ' C, 



mm 



das zeilenweis gebildete Produkt der beiden rechteckigen 
Matrices. 

Daher gewinnen wir nun den Satz: 

Jeder Minor der Produktdeterminante aus zwei De- 
terminanten ist das Produkt zweier rechteckiger Matrices. 

Der Name „rechteckige Matrix" bedeutet an und für sich durch- 
aas nicht eine Grössenbestimmung; erst das Produkt zweier solcher 
ähnlicher Matrices erwirbt nach der eben gegebenen Erklärung eine 
in diesem Sinne wohl umschriebene Bedeutung. 

Ausserdem ist, um von einem Produkte zweier rechteckiger 
Matrices sprechen zu können, unseren Erörterungen zufolge nöthig, 
dass sie beide aus gleichviel Zeilen, beide aus gleichviel Spalten zu- 
sammengesetzt sind. 

In Übereirfttimmung mit dem, was oben ausgeführt worden ist 
mit Bezug auf das Produkt zweier Determinanten, kann das von uns 
vorher aufgestellte Produkt ein nach Zeilen gebildetes Produkt 
genannt werden. In diesem Fall erhält man eben eine Determinante 
von der Ordnung m, da die Zahl der Zeilen der Matrices m (m < n) 
betragt. 

Unwillkürlich bietet sich hier der Gedanke, das Produkt nun 
auch einmal nach Spalten auszuführen. Wir würden dann eine De- 
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terminante der Ordnung n gewinnen, da doch die Zahl der Spalten 
sich auf n beläuft. Dieselbe Determinante würden wir erhalten, wenn 
wir zuerst in beiden Matrices die Zeilen mit den Spalten vertauschten 
und danach das Produkt wiederum nach Zeilen herstellten; aber dann 
hätten die beiden Matrices, von denen wir ausgehen, eine höhere An- 
zahl von Zeilen als von Spalten. 

Es liegt hierin die Aufforderung an uns, eine allgemeine Unter- 
suchung der auf die angezeigte Weise hervorgegangenen Determinante 
zu widmen, hervorgegangen nämlich durch zeilenweise Multipli- 
kation aus zwei rechteckigen Matrices von m Zeilen und n Spalten, 
wobei m kleiner oder grösser sein mag als n. 

Zwei Lehrsätze, die wir finden werden, sind äusserst bemerkens- 
werth. 

Zum Beginne ist darauf aufmerksam zu machen, dass das Pro- 
dukt zweier Matrices, sofern es nach Zeilen gebildet, jedenfalls in 
der Form der folgenden Determinante von der Ordnung (m + n) 
sich schreiben lässt: 



P = 



a 



11 



a 



12 



«ml —1 

Clmi — 1 



ö^l» • • • dffin 

... 





*11 *12 



... b^t h 



m2 






-1 

m 



Sardi, Nuova dimostrazione del prodotto di due matrici. Giom. di Batt. 
vol. 5 (1867) [174—177]. 

Gordans Vorlesimgen über Invariantentlieorie (Eerschensteiner) 1. Bd. 
Leipzig 1886. S. 79 ff. 

Verfahren wir nämlich mit diesem Schema ähnlich, wie wir es 
im vorhergehenden Paragraphen gethan haben, das heisst, fügen wir 
zur ersten Spalte hinzu die (m + l)-te, multipliziert mit a^^, die 
(m + 2)-te, multipliziert mit a^g . . ., so erkennen wir sogleich, 
dass diese Determinante P sich in eine andre verwandelt, die ohne 
Weiteres sich auf eine Determinante m-ter Ordnung einschränkt. Letztere 
stellt aber nach unserer begrifflichen Erklärung das zeilenweise Pro- 
dukt der beiden Matrices vor. 

Wir wollen mm die beiden Fälle m < w und m> n unterscheiden. 
Wir entwickeln vorliegende Determinante nach Produkten der Minoren, 
die in den ersten m Spalten enthalten sind. Ist m> n, dann trifft 
eSf bei all diesen Minoren zu, dass sie eine Zeile einschliessen, die aus 
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Elementen Null besteht. Mithin sind sie selbst alle Null und wir 
können daher ohne Weiteres schliessen: 

Ist m^n, so wird das Produkt der beiden rechteckigen 
Matrices von m Zeilen und n Spalten, zeilenweise gebildet, 
gleich Null. 

Setzen wir im Gegentheil den zweiten Fall voraus, m < n , dann 
ist es viel leichter, auf andere Weise vorzugehn. 

Die Produktdeterminante der beiden Matrices kann (nach dem 
Lehrsatze über Determinanten mit zusammengesetzten Elementen, § 2, 9) 
in eine Summe von n"^ Determinanten zerlegt werden, die folgende 
Gestalt besitzen: 






m ^*'m 



m ^^m 



(^mrfiir^j O/mrJ^ir^y '" Cl'mr^i 



m-^''m 



= ilrj>2r^ ' ' • ^mr^ 



(hriCLlr^ ' ' ' Ö^lr 



m 



amr.amr^ 



a 



mr. 



m 



wobei (r^ rg . . . rm) eine Variation w-ter Klasse mit Wiederholungen 
zu den n Indices 1, 2, ... n vorstellt. Lassen wir die (r^ rg . . . Tm) 
sich auf jede mögliche Art ändern und summieren dann die ent- 
stehenden Ausdrücke, so erhalten wir die Produktdeterminante. 

Wir bemerken nun in erster Linie, dass, wenn zwei oder mehrere 
der r unter einander gleich sind, das Ergebniss Null wird; also wird 
es genügen, sich auf diejenigen Variationen der n Indices zu je m zu 
beschranken, für die Wiederholung ausgeschlossen ist. Femer 
wollen wir die Summierung dergestalt ausführen, dass wir sie zu- 
nächst auf alle möglichen m\ Permutationen derselben Gruppe von 
Indices r ausdehnen. Der absolute Werth der Determinante der a 
bleibt in jedem solchen Falle, wo die Entwicklung bei ein und der- 
selben Gruppe von Indices verweilt, ungeändert, es wechselt nur ihr 
Zeichen. Dies wird positiv oder negativ sein, jenachdem die Per- 
mutation der r zur Klasse der geraden oder ungeraden Permutationen 
gehört. 

Man erhält dann: 



ö^lrj • • • cti 



m 



m • 



a, 



mri 



a 



mr. 



m 



X ^ib ^Ir.hr^ ' ' ' imr^ 



das heisst, das Produkt: 
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ttlr, • 






hlr, ' 


■ ■ ^l-m 


• • « 


• • 


• 


• • 


t • • 


Cfmri ' 


• • ^rnr^ 




bmr, ■ 


' • ^'"'•m 



Dies ist aber das Produkt zweier homologen Minoren (bestehend 
aus gleichnamigen Spalten) innerhalb der beiden gegebenen Matrices. 
Lässt man auf jede mögliche Art die Indices r^ r^ - - . rm, bei Aus- 
wahl derselben unter den Zahlen 1, 2, ... w sich ändern und summiert, 
so ergiebt sich die Summe der Produkte der homologen Minoren, die 
in den zwei Matrices enthalten sind, oder mit andern Worten: 

Das Produkt zweier rechteckiger Matrices mit je n 
Spalten und m Zeilen (m < n) ist, wenn es zeilenweise aus- 
geführt wird, gleich der Summe der Produkte, in denen die 
in der einen Matrix enthaltenen Minoren m-ter Ordnung 
mit den homologen Minoren der andern verbunden sind. 

Wir haben schon gesagt, dass jeder Minor der Produktdetermi- 
nante, die zu zwei vorgelegten Determinanten gehört, sich als Pro- 
dukt zweier rechteckiger Matrices ausdrücken lässt, die aus den beiden 
Determinanten zu wählen sind. Es ist nun das Gesetz leicht festzu- 
stellen, nach welchem man diese beiden Matrices auszuwählen hat. 
Nehmen wir einmal an, es handle sich um ein Produkt, das durch 
Verbindung der Zeilen mit Zeilen erhalten worden. 

Wir betrachten den Minor von der Ordnung m, der zu Elementen 
seiner Hauptdiagonale die Elemente 

hat. 

Man führt leicht den Nachweis dafür, dass dieser Minor aus der 
zeilenweisen Multiplikation der zwei rechteckigen Matrices hervorgeht, 
wovon die eine, in der ersten Determinante enthalten, zu Zeilen die 
der Ordnungszahlen r^ rg • • • r^ hat, und die andere, eine in der zweiten 
Determinante vorkommende Matrix, von Zeilen gebildet wird, die den 
Zahlen s^s^- - - Sm entsprechen. 

Wenn wir daher in der Determinante der c einen Minor be- 
trachten, dessen diagonale Elemente sämmtlich auch diagonale Elemente 
der gesamten Determinante sind (ein Minor, wie wir ihn schon oben 
als diagonalen Minor oder Hauptminor bezeichneten, siehe S. 11), 
dann sind die s^s^- • - Sm alle entsprechend gleich den r^ r^- - - Tm und 
demzufolge die rechteckigen Matrices aus beiden Determinanten, deren 
Auswahl zu treffen ist, aus Zeilen mit denselben Ordnungszahlen ge- 
bildet, es sind dies, mit andern Worten, homologe Matrices. 
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S 8. Besiproke Deienninanteiu 

Jedem einzelnen Elemente einer g^ebenen Determinante ent- 
spricht ein algebraisches Komplement. Es giebt mithin n^ algebraische 
Komplemente; wir werden sie Ar» nennen. 

Die ans diesen gebildete Determinante, nämlich: 

m • • • • • 

Anl An2 ' ' ' A^H 

heisst die zur g^ebenen reziproke Determinante. Nun gelten recht 
bemerkenswerthe Lehr^tze, die die Beziehungen zwischen der rezi- 
proken und der vorgelegten Determinante feststellen. 

Von Vortheil ist hier die Anmerkung, dass die Determinante dem 
Werthe und dem Zeichen nach dieselbe sein würde, wenn die Ar» 
nicht die algebraischen Komplemente, sondern statt dessen nur die 
Komplemente zu den Elementen darstellen würden. Es würde diese 
Änderung nämlich gleichwerthig sein einem Zeichenwechsel bei den 
Elementen an ungerader Stelle. (Siehe § 2, 7.) Für die folgenden 
Darlegungen erscheint es jedoch angemessen, wenn die A die alge- 
braischen Komplemente darstellen. 

Zunächst vor Allem wissen wir, dass, wenn die gegebene Deter- 
minante den Werth Null hat, die algebraischen Komplemente der 
Elemente einer Reihe proportional sind denen der Elemente einer 
parallelen Reihe. (Siehe S. 20.) Damit ergeben sich för die reziproke 
Determinante die Elemente zweier Zeilen oder Spalten als proportional 
und dies genügt zu dem Schlüsse, dass die reziproke Determinante 
verschwindet. (Siehe § 2, 8.) 

Übrigens sind dann für jeden beliebigen Minor, der der rezi- 
proken Determinante zugehört (natürlich mit Ausnahme der Minoren 
erster Ordnung, die die Elemente selbst vorstellen), gleichfalls die 
Elemente zweier beliebigen Reihen unter einander proportional und 
wir können daher schliesslich den Satz aussprechen: 

Wenn eine Determinante Null ist, so haben die zu 
ihr reziproke Determinante und auch alle Minoren derselben 
(bis zur 2-ten Ordnung) den Werth Null. 

Es giebt einen recht einfachen Lehrsatz, der ohne Weiteres den 
Werth der Reziproken zu einer vorliegenden Determinante angiebt. 
Stellen wir einmal das Produkt einer Determinante und der zu ihr 
reziproken dar. Der gebräuchlichen Regel zufolge wird 
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a 



11 



«nl 



»In 



^nn 



Al • • • Aln 



• • ■ 



^nl ' ' • -^nn 



^11^11"< \-atnAin,(hl^l-\ \'<hnÄ2nr"^ilAnl'\ hö^ln-^»« 

^21 AlH |-öt2n-4in, agi^ai-l h 0^2». -4.2«, •*• »21 -^«iH |-ö^2n-4.„„ 

• ••• • • ••• ■ ••• • ••• • 



Nach bekannten Lehrsätzen (Siehe § 5, zu Beginn) über die Minoren 
einer Determinante ist nun ersichtlich, dass in dieser Produktdeter- 
minante, abgesehen von den Elementen der Hauptdiagonale, alle übrigen 
Null sind. Die Elemente der Hauptdiagonale sind hingegen dem 
Werthe der gegebenen Determinante gleich; der letztere mag mit D 
bezeichnet werden. 

Daher erhält man, wenn die Reziproke mit R benannt wird, 

RD = D* 

und daraus: 

R = J[)»-i 

So folgt dieser wichtige und einfache Lehrsatz (Cauchy): 

Die Reziproke zu einer vorgelegten Determinante ist 
dem Werthe nach deren (n — l)-te Potenz. 

Wir wollen jetzt untersuchen, wie sich die Minoren von R mit 
Hilfe derer von D ausdrücken lassen. 

Wir können eine gegenseitige Beziehung zwischen den Minoren 
von 2) und denen von R feststellen, indem wir diejenigen Minoren 
als entsprechende auffassen, welche in D und in R von Zeilen und 
Spalten je mit den nämlichen Ordnungszahlen gebildet werden. Zwei 
so gestaltete Minoren werden wir homologe nennen. 

Der grösseren Einfachheit wegen betrachten wir zunächst den 
Minor m-ter Ordnung, der in den ersten m Spalten und den ersten 
m Zeilen der Reziproken R enthalten ist. Er wird dargestellt durch: 

Ai • • • ^1 



M = 



m 



L»«l 



-^^ 



m 



Wir werden ihn mit der gegebenen Determinante multiplizieren, natür- 
lich nach geeigneter Hinzufügung von Zeilen und Spalten, sodass wir 
die Ordnung dieses Minor erst auf n erhöhen. 
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Es empfiehlt sich nun hier im Besondern, das Produkt in der 
folgenden Form aufzustellen: 



•■11 



Äml 






1 











■^mn 





a 



11 



a 



21 



»nl 



«In 



• • 



a 



nn 



Von diesen zwei Determinanten ist die erstere, wie man unmittelbar 
einsieht, dem Minor M gleichwertig; das Produkt beider wird: 

D ... ... 







D 





ö^l, m-f2 Öt2,m-f2 



»In 



a^n 















D ... 

ö^m, m-fl öf,ii-f 1, m-fl ••* öt«, ,n-fl 



• • • 



a 



mn am+l,n 



^nn 



Entwickelt man diese Determinante nach den Minoren, die in 
den ersten m Zeilen vorkommen, so erhält man: 



J[)m. 



C^m+l,m+l ••• (^n^m-i-l 



ö^m + 1, n 



(^nn 



und die hier auftretende Determinante ist abgesehen vom Vorzeichen 
nichts andres, als eine Unterdeterminante N, die innerhalb der vor- 
gelegten Determinante als homologer Bestandtheil dem Komplemente 
von M in der Reziproken entspricht. 
Es ergiebt sich daher: 

und daraus: 

Dies Ergebniss haben wir mit Benutzung des besonderen Minor M 
erhalten, können es aber auf den Fall eines beliebigen andern Minor 
erweitem; denn da jeder beliebige andere Minor in R von der Ord- 
nung m bei passender Verrückung von Zeilen und Spalten (die nur 
höchstens das Zeichen von R zu ändern vermag) sich dahin bringen 

Pascal, Determinanten. 3 
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iSast, die Stellung von Jf in J? einzunehmen, so wird man, wenn man 
dann noch auf ähnliche Weise und mit der gleichen Wirkung im 
Zeichenwechsel die Zeilen und Spalten von D umstellt, das nämliche 
Ergebniss erschliessen können. Wir dürfen mithin ohne Beschränkung 
den Satz (Jacobi) aussprechen: 

Ein beliebiger Minor M von m-ter Ordnung, innerhalb 
der reziproken Determinante R, ist gleichwerthig dem alge- 
braischen Komplemente innerhalb D zu dem Minor, der 
homolog ist zu Jf, multipliziert noch mit der {m — l)-ten 
Potenz der gegebenen Determinante. 

Für die Minoren (n — l)-ter Ordnung ergiebt sich: 

Das algebraische Komplement eines Elementes Ars von R 
ist gleich dem entsprechenden Elemente ars von D, multi- 
pliziert mit der (n — 2)-ten Potenz desselben D. 

Dieser letzte Lehrsatz zeigt, dass, wenn man zu einer Determi- 
nante D die Reziproke M bildet und dann zu dieser wiederum ihre 
Reziproke iJ', die Elemente an, allerdings in Begleitung des Faktors 
2>"~^, an gleichnamiger Stelle, wie in D, jetzt in jB' erscheinen, 
sodass D und 12', abgesehen von dem Faktor DwC»— 2)^ in ihrer Bil- 
dung übereinstimmen. 

Und hierdurch eben wird die Bezeichnung „reziproke Determi- 
nante", die wir dem B beilegten, gerechtfertigt; die beiden Determi- 
nanten D und M stehen eine zur anderen in einem gewissen Wechsel- 
verhältniss, das sich leicht zu einem vollkommenen würde ausgestalten 
lassen, wollte man etwa mit Kronecker zwei Elementensysteme als 
reziproke bezeichnen, sobald ihre Zusammensetzung dem Produktsatze 
gemäss das sogenannte Einheitssystem entstehen lässt. Nach dieser 
Auffassung würde System «r» reziprok zu System a^ heissen, wenn 

CCfs ^^ -^r* • -^ IStJ. 

Aus obigem Hauptsatze entspringt auch sogleich der weitere Satz: 

Wenn in D ein Minor Null ist, so ist das Komplement 
des zu ihm homologen Minor in R auch Null. 

Ein andrer Lehrsatz über reziproke Determinanten ist der folgende: 

Hat man zwei Determinanten derselben Ordnung 2) und IX 
ui]^d multipliziert sie mit einander auf eine von den vier 
möglichen Arten^ oder, unji di;irch ein Beispiel bestimmteren 
Vorstellungen Raum zu gewähren, multipliziert sie nach 
Zeilen (also durch Verbindung der Zeilen mit den Zeilen), 
stellt dann auf dieselbe Weise das Produkt ihrer Reziproken 
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dar, R und R^ so wird man zwei Determinanten P, Q er- 
halten, von welchen die zweite die zur ersten reziproke ist. 

Dass das Produkt Q seinem Werth nach reziprok sein muss zu P, 
das erkennt man sofort, wenn man an die Gleichungen denkt: 

R = 2)»-i 

R = 2y«-i 

und ihre unmittelbare Folge: 

g = p.ir = (D.iy)«-i = p»-i 

Wir wissen ja doch, dass die Reziproke zu P gerade den Werth 
P«-^ besitzt. 

Fraglich bleibt eben nur, wie zu beweisen, dass sich Q auch 
in seinen einzelnen Elementen als zu P reziprok darstellt. 

Die Elemente von D mx)geQ, heissen a^,, aV* die von IX, die 
Elemente von R,R beziehungsweise -4^,,^.^, . Wir bezeichnen noch 
in entsprechender Weise mit brs, Pr« die Elemente der Produkte P, Q, 

Wie man vom vorigen Paragraphen her weiss (Siehe S. 30), ist 
das Komplement von brs iu P eine Determinante, die sich aus zwei 
rechteckigen Matrices als ihr Produkt nach Zeilen bilden lässt. 
Die beiden Matrices gewinnt man aus D und IX, wenn man darin be- 
ziehungsweise die r-te und die s-te Zeile unterdrückt. Um dann das 
algebraische Komplement zu erhalten, bedairf es noch der Multiplika- 
tion mit (— l/^'. 

Nach einem unserer Sätze über Multiplikation der Matrices er- 
giebt sich, dass ein Produkt, wie es hier gefordert wird, gleich kommt 
der Summe der Produkte aus aUen Paaren homologer Determinanten 
von der Ordnung (n — 1), die in jenen Matrices vorkommen. 

Weil nun die in jenen Matrices enthaltenen Determinanten be- 
ziehungsweise die folgenden sind: 

SO ergiebt sich das Komplement von br« in P ak: 

und nach Multiplikation mit ( — 1)''+*, um das algebraische Kom- 
plement zu gewinnen, erhält man genau das Element Br, von Q, 
Hiermit ist der Lehrsatz bewiesen. 




Zweiter Theil. 
Besondere Untersncbnngen Aber Determinanten; Anwendungen. 



8 9. Andere Methoden für die Entwicklung einer Determinante. 

Die Begel von Laplaoe. 

Unter dem Namen der Regel von Sarrus ist eine Anweisung 
zur Entwicklung einer Determinante der dritten Ordnung bekannt: 

^11 ^12 ^13 
0^21 0^22 ^23 
^81 %2 ^33 

Man denke sich die Elemente hervorgehoben, welche auf schnei- 
denden Linien gelegen sind, die zu den beiden Diagonalen parallel 
verlaufen, und nenne komplementär diese Schnittlinien, wenn sie sich 
auf entgegengesetzten Seiten einer Diagonale befinden und wenn zudem 
die in beiden enthaltenen Elemente der Anzahl nach drei sind. So 
sind komplementär die beiden Schnittlinien: 

^12 ^23 

und 

Man multipliziere mit einander alle in dem Hauptschnitt (Haupt- 
diagonale) enthaltenen Elemente und diejenigen auf den paarweis zu 
einander komplementären Schnittlinien, soweit sie zur Hauptdiagonale 
parallel verlaufen. Man erhält auf diese Weise drei Glieder der Ent- 
wicklung der gegebenen Determinante. Das nämliche Verfahren wende 
man auf die zweite Diagonale an und auf die zu ihr komplementären 
Schnittlinien; so ergeben sich drei weitere Glieder der Entwicklung 
und diese letzteren drei hat man mit negativem Zeichen zu versehen. 
Die Gesammtheit der sechs Glieder stellt die Entwicklung der 
vorgelegten Determinante dar. Man bildet also die Summe der Pro- 
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dukte (mit positivem Vorzeichen genommen) der in der Hauptdiagonale 
enthaltenen Elemente und in den Paaren von komplementären Schnitt- 
linien, die zu ihr parallel, und dann die Summe der Produkte (mit 
negativem Zeichen) aus den Elementen der Nebendiagonale und der 
zu ihr parallelen Paare komplementärer Schnittlinien. 

Eine Erweiterung dieser Methode auf Determinanten beliebiger 
Ordnung ist in einer Arbeit von Bonolis gegeben. Gleichwohl ist 
es nicht nöthig bei dieser Betrachtung zu verweilen, da sie von wenig 

Belang ist. 

Bonolis, Di un nuovo e semplice modo di sviluppare i determinanti di 
grado qualunque, e sua applicazione alla ricerca della risultante di due equazioni 
qualsivogliano. Giom. di Batt. vol. 21 (1883) [336—342]. 

Wir führen hier noch an: 

Teixeira, Processos expeditos para achar os desenvolvimentos de alguns 
determinantes. Jörn, de sc. math. vol. 11 (1892 — 93) [88 — 93]. 

Teixeira, Novo methodo de desenvolver os determinantes. Jörn, de sc. 
math. vol. 11 (1894) [173—187]. 

Eine Frage von nahe verwandter Art ist auch in einem Paragraphen des 
Aufsatzes von Albegg iani, Sviluppo di un determinante ad elementi polinomi. 
Giom. di Batt. vol. 13 (1875) [1—32] S. 16 ff. besprochen. 

Es handelt sich darum, brauchbare Anweisungen aufzustellen für 
die Bildung der verschiedenen Glieder der Determinantenentwicklung. 
Unter allen Umständen aber, das wollen wir wiederholen, sind dies 
Untersuchungen, denen man nur geringe Bedeutung beimessen kann. 

Die Entwicklung einer Determinante betreffend müssen wir jedoch 
noch eine weitere Bemerkung hervorheben. 

Wir haben oben dargestellt (Siehe S. 17), wie eine Determinante 
sich in eine Summe von Produkten entwickeln lässt, worin die in n^ 
parallelen Reihen eingeschlossenen Itfinoren und die ihnen zugehörigen 
algebraischen Komplemente paarweise verbunden auftreten. Wenn 
man dann zu wiederholten Malen diesen Lehrsatz anwendet, so ge- 
langt man naturgemäss zu dem folgenden: 

Sind Wi ^2 • • • n* ganze Zahlen von der Beschaffenheit, dass 

und wählen wir in einer Determinante n-ter Ordnung n^ Zei- 
len, dann weitere Wg, danach % andere und so fort, heben 
eine beliebige Determinante, die in den ersten n^ Zeilen 
enthalten ist, heraus, dann gleicherweise eine aus den 
zweiten n^ Zeilen hervorgehende, deren Elemente jedoch 
nicht Spalten angehören dürfen, die schon bei Bildung der 
ersteren Determinante Berücksichtigung fanden, und setzen 
dies Verfahren ununterbrochen fort, so wird die Summe der 
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Produkte aller derartigen Kombinationen von h Determi- 
nanten^ jedes mit geeignetem Zeichen versehen, die Ent- 
wicklung der gegebenen Determinante vorstellen. 

Man würde auch ohne Schwierigkeit die Regel auffinden, nach 
der einem jeden so gebildeten Theilprodukte von ifc Faktoren sein 
Vorzeichen zu geben ist. 

Ein jedes Glied der Entwicklung wird das Zeichen + 
oder — erhalten, jenachdem dem Produkte aller Haupt- 
elemente der h Determinanten, die Faktoren dieses Gliedes 
sind, positives oder negatives Zeichen zukommt. 

Diese Anweisung zur Entwicklung der Determinante führt den 
Namen der Laplaceschen Regel, sie ist indess in der vorliegenden 
(gegenüber dem Satz auf S. 17), erweiterten Fassung erst von Jacobi 
behandelt worden. Man vergleiche: 

Yandermonde, Mtooire sur l'^limination. Mäm. de l'ac. Paris. Annäe 
1772. See. partie (1776) [616—582] S. 618. 

Laplace, Recherches sur le calcul integral et sur le Systeme du monde. 
M^m. de Tac. Paris. Ann^e 1772. See. partie (1776) [267—376] Artiele 4, S. 297 
wieder abgedruckt in Oeuvr. de Laplace t. 8. Paris 1891 [369 — 477] artiele 4. 
S. 395—406. 

Jacobi, De formatione et proprietatibus determinantium. Joum. f. Math, 
ßd. 22 (1841) [286—318] S. 298 f., wieder abgedruckt in Jacobi, gesammelte 
Werke, Bd. 3. Berlin 1884 [357—392] S. 370 f. (Deutsche Ausgabe mit An- 
merkungen durch Stäckel in Ostwalds Klassikern der exakten Wissen- 
schaften N. 77.) 

Schering, Analytische Theorie der Determinanten. (Art. 4: Zerlegung in 
Unterdeterminanten.) Ges. d. Wiss. Göttingen, Abhandl. Bd. 22. 1877 [3—42]. 



g 10. Umwandlung einer Determinante. 

Werden Minoren zweiter Ordnung eingeführt, so kann 
jede Determinante D der Ordnung n in der Gestalt einer 
Determinante der Ordnung (n — 1) dargestellt werden. 

Denn ziehen wir von der letzten Spalte, nachdem sie mit ai,n— i 
multipliziert woriäen, die vorausgehende, ihrerseits mit Oi, n multipliziert^ 
ab, vermindern darauf die vorletzte Spalte nach llilultiplikation mit 
«i,n— 2 um die (w — 2)-te multipliziert mit «i, n— i tmd so weiter, so 
entsteht eine Determinante, in der die Elemente der ersten Zeile bis 
auf das erste Null sind und, weil femer durch dies Verfahren die 
ursprüngliche Determinante mit ai,«— i öti,«— 2 ••• cbi,i multipliziert 
erscheint, so ergiebt sich nach Tilgung des Faktors a^^^ auf beiden 
Seiten der Gleichung: 
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(«22^11 — ^21^12)7 * • * (^2/iötl,n — 1 - öti,» — lö^ln) 
^12 ■ ■ * <^1, n — 1 -D ^ 

Demnach wird D, abgesehen von einem Faktor, durch eine De- 
terminante (n — l)-ter Ordnung ausgedrückt, deren Elemente Minoren 
der zweiten Ordnung sind. Also gilt der Satz: 

Unter der Voraussetzung, dass alle Minoren zweiter 
Ordnung einer vorgelegten Determinante durch p theilbar 
sind (ohne dass die Elemente selbst diese Eigenschaft haben), 
ist die gegebene Determinante durch p^—^ theilbar. 

Janni, V., Dimostrazione di alcuni teoremi sui determinanti. Giom. diBatt. 
vol. 12 (1874) [142—145] S. 143. 

Dieser Lehrsatz kann als Erweiterung jenes anderen angesehen 
werden, welcher aussagt, dass eine Determinante der Ordnung n durch 
p^ theilbar ist, wenn alle ihre Elemente durch p tteilbar sind. 

Für die Determinante D gewinnt man noch eine Umwandlung, 
die der soeben angezeigten ähnlich ist, auf die folgende Weise. Von 
den Elementen der zweiten, dritten, . . . Zeile zieht man, nachdem man 
sie mit a^^ multipliziert hat, diejenigen der ersten Zeile ab, beziehungs- 
weise mit «21, «81, . . . mültipliziet-t. Beachtet man, dass dann die 
Elemente der ersten Spalte, mit Ausnahme des ersten, alle ver- 
schwinden, so erhält man: 

(»11022 — 012021), (O11O28 — «18 «2 1), ••• («11 «in "— «Inö^ai) 

D = 



n — 2 
«?1 



(OiiOn2 — «12«nl); («11 «»8 ~ «18«nl); * * ' («11 «nn — Oi»0„i) 

In dieser Formel stellt sich noch einmal das obige Ergebniss dar, 
dass nämlich die vorgelegte Determinante vermittelst einer anderen 
von der Ordnung (n — 1) ausdrückbar ist, deren Elemente als Minoren 
zweiter Ordnung jener, der gegebenen, zugehören. Der Unterschied 
zwischen dieser Formel und der vorausgehenden besteht in Folgendem. 
Die Minoren zweiter Ordnung, welche hier als Eleinente der umge- 
wandelten Determinante auftreten, enthalten sämmtlich das Element a^^. 
Es ist diese Formel noch verallgemeinert worden durch Studniöka, 
der die neue Gleichung aufgestellt hat: 

(On«22 • • • «Ä— ,1, Ä — 1«A,ä) ; (Pn^%i • • • «A — 1, A — l«Ä-f 1, h) ,'" 
(«llOgg'-'OÄ — 1,A — l«A,Ä + l); («ii«22'"^A — 1,Ä — l«Ä-fl,Ä-f-l);"- 

• • • • • 

(«j^l«22---«Ä — 1,A— l«Ä,n) ; («ii«aa ' * * «Ä — 1, A — 1«A+1, n) ;*" 



Z) = 



n—h 
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WO im Allgemeinen mit 

die Determinante: 





(»11 »22 


• • • any-i^h—i 


».v) 


»11 


»12 


• • • ai,A— 1 


<hj 


»21 


»22 


• • • a2,Ä— 1 


a2j 



Clfh — 1,1 Ö^A—i, 2 • • • a^ — 1, A— 1 «A — 1,J 

a,-, 1 a,-2 • • • cf^i,h—i (^ij 

bezeichnet sein soD, bei i, ; = Ä, Ä + 1, • • • w, und mit a,^ ihre erste 
ünterdeterminante der Ordnung (h — 1) 

(a^i «22 ••• C^A— 1,A— l)' 

Obige Formel lehrt: 

Eine Determinante w-ter Ordnung lässt sich umwandeln 

in den Quotienten zweier Determinanten, wovon die eine 

von der Ordnung (n — Ä + 1) ist und als Elemente ihrerseits 

Determinanten Ä-ter Ordnung hat, während die andere von 

der Ordnung (h — 1) ist. 

Studni6ka, Über eine neue Determinantentransformation. Böhm. Ges. Ber. 
Jahrg. 1879. Nr. 49 [489—494]. 

Eine weitere Art der Umwandlung einer Determinante besteht 
darin, dass man sie in die Form der sogenannten Differenzen- 
determinanten überführt. 

Wir bezeichnen, wie man das gewöhnlich thut, mit 

die Differenzen erster Ordnung der Grössen 

»11 »12 * * * »1» 

das heisst, die Differenzen auf einander folgender Elemente der ge- 
dachten Reihe, also: 

»12 — »11; »18 — »12; * * * »In »1, n — 1; 

des Weiteren mit 

^^»11 ; ^^»12; ••• 

die Differenzen zu der Reihe der ersten Differenzen (man nennt sie 
Differenzen zweiter Ordnung oder zweite Differenzen). Dem- 
gemäss fahren wir dann fort. 

Ziehen wir nun von den Elementen einer jeden Spalte der ge- 
gebenen Determinante die Elemente der vorausgehenden Spalte ab, 
so ergiebt sich: 
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B = 



a^i ^offii -^%2 



aoi z/aoi z/a. 



"21 



21 



^22 






Hieran wiederholen wir dasselbe Verfahren, indem wir bei der 
dritten Spalte Halt machen, danach wieder behandeln wir die so ent- 
standene Determinante auf entsprechende Weise, bis wir bei solchem 
Fortschreiten zu der Determinante gelangen: 



D = 



^u -^^11 ^^^ 



11 



a 



21 



z/aoi J^a 



"21 



21 



fn — 1 



fn — 1 



a 



11 



a 



21 



Hieraus ergiebt sich leicht der Lehrsatz: 

Eine Determinante ist Null, wenn die Elemente einer 
jeden Zeile eine arithmetische Reihe darstellen, deren Ord- 
nung nicht grösser ist, als (n — 2). 

Da nämlich eine arithmetische Reihe als Reihe n-ter Ordnung 
benannt wird, wenn ihre w-ten Differenzen konstant sind, so werden 
bei gedachten Voraussetzungen die Differenzen von der Ordnung {n — 2) 
oder von niedrigerer Ordnung konstant, die Elemente der letzten 
Spalte in der Umwandlungsform unserer Determinante also Null sein. 

Wendet man überdies das nämliche Verfahren zur Darstellung 
von Differenzdeterminanten auf die Determinanten Ä-ter Ordnung an, 
die bei der vorausgehend besprochenen Umwandlung einer Determi- 
nante als Elemente erscheinen, so tritt dieser weitere bemerkens- 
werthe Lehrsatz hervor: 

Eine Determinante ist Null, wenn die Elemente von 
h Zeilen oder Spalten arithmetische Reihen bilden, deren 
Ordnung nicht grösser ist, als (Ä — 2). 

Studni6ka, Neuer Beitrag zur Theorie der Determinanten. Böhm. Ges. 
Ber. Jahrg. 1896. Nr. 6 [1—5]. 



§ 11. Fotenz-Entwioklung einer Determinante nach besonderen in 

ihr vorkonunenden Grössen. 

In einer allgemeinen Determinante mit den Elementen a,-^ denken 
wir uns zu allen Hauptelementen x hinzugefügt. 

Wir wollen bei Entwicklung dieser Determinante eine Oi:4nung 
der Glieder gemäss den Potenzen von x eintreten lassen. 

Der gewöhnliche Weg, den man zu diesem Ziele wählen kann, 
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ist der folgende, 
schrieben : 



Man denkt sich die Determinante in der Form ge- 



»11 + ^, «12 + 0, 

«21 + 0, aga + X, 



am + 
a2n + 



und zerlegt nach der üblichen Regel (§ 2, 9) diese Determinante mit bino- 
mischen Elementen in andere Determinanten mit einfachen Elementen. 

Der Theil, der von x frei ist, wird durch die Determinante der 
a,y geliefert, der den Paktor x in der ersten Potenz enthaltende Ab- 
schnitt ergiebt sich, wenn man bekanntermaassen die zweiten Glieder 
der Elemente jeder einzelnen Spalte je mit den ersten Gliedern der 
Elemente aller andern verbindet. 

Zum Beispiel wird eines der Glieder, in denen x im ersten Grade 
vorkommt, durch die Determinante 



X (li2 

a 



22 



dargestellt, deren Werth 



a„ 



2 



X 



a 



22 



««2 



«In 
«2n 

• 

«2n 



ist. Hier ist der zweite Faktor ein Hauptminor (diagonaler 
Minor) von der Ordnung (n — 1) der gegebenen Determinante. 
Die übrigen Glieder mit x enthalten als Koeffizienten alle die andern 
(w — 1) diagonalen Minoren der Ordnung (n — 1). Wir können 
daher behaupten: Der Koeffizient der ersten Potenz von x in der Ent- 
wicklung unserer Determinante wird durch die Summe rä.mmtlicher 
Hauptminoren (n — l)-ter Ordnung aus der Determinante der üij ge- 
bildet. Desgleichen ist der Koeffizient des Gliedes mit x^ die Summe 
aller diagonalen Minoren (w — 2)-ter Ordnung und so weiter. 

Eine Entwicklung der Determinante, die bei einiger Verschieden- 
heit doch viel Aehnlichkeit mit der hier besprochenen zeigt, findet 
man in Mittheilungen von Capelli. 

Eine noch allgemeinere Entwicklung enthält eine neuere Arbeit 
von Cazzaniga. 

Capelli, Sopra certi sviluppi di determinanti. Acc. di Nap. Rend. ser. 2, 
Tol. 3. anno 28 (marzo 1889). 



§ 12. Geränderte Determinanten. 
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Gapelli, Sur les däterminants dont les ^^ments principaux yarient en 
Progression arithm^tique. Nouv. ann. de math. 3«. s^r. t. 14 (1896) [62—63]. 

Cazzaniga, Sopra i determinanti di cui gli elementi principali variano 
in progressione aritmetica. Ist. Lomb. Rend. ser. 2, vol. 29 (maggio 1896) 
[641—558]. 



8 12. Entwicklung der geränderten Determinanten. Darstellung 
einer Determinante durch die Elemente einer Zeile und einer Spalte. 

Man pflegt eine Determinante D gesäumt oder auch gerändert 
zu nennen, wenn sie aus einer andern Determinante A von niedrigerer 
Ordnung durch Hinzufügung einer gewissen Anzahl von Zeilen und 
ebensoviel Spalten gebildet ist. 

Wir wollen zunächst voraussetzen, es handle sich dabei nur um 
eine Zeile und um eine Spalte. Wir bilden also: 



D = 



«11 • • ' 


am «1 


«21 • • • 

• • • • 


• 


a„i • • • 


ünn (Xn 


A •• 


' ßn y 



Nun wollen wir für eine solche Determinante eine Entwicklung 
suchen dergestalt, dass die Produkte der a mit den /3 hervortreten. 
Augenscheinlich ist das Glied, welches y enthält, 

A,y 

wenn unter A die ursprüngliche Determinante verstanden wird; denn 
in keinem einzigen andern Gliede erscheint der Faktor y. Prüfen 
wir, von welcher Art der Faktor ist, der in der Gesammtentwicklung 
zu dem Produkte a,/3y (i, j = 1, 2, . . . w) hinzutritt. Wir betrachten 
den Minor 2-ter Ordnung 

aij cci 

ßj y 

Erinnern wir uns der Anweisung fär die Entwicklung der De- 
terminanten nach Produkten von Minoren, so sehen wir unmittelbar, 
dass den andern Faktor, mit dem dieser Minor in gedachter Ent- 
wicklung multipliziert erscheint, das Komplement des Elementes a,y 
innerhalb der Determinante A darstellt. Dies werden wir mit Aij be- 
zeichnen. Überdies wird das Zeichen, welches dem Produkte 

ttij Cd 

ßj y 



' Ai, 
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in der Entwicklung unserer Determinante gebührt, dem Zeichen von 

(— iy+n+i+i+«-f 1 = (_ iy+^' 

entsprechen. 

Nun leuchtet ohne Weiteres ein, dass die Verbindimg (a,-./3y) 
einzig und allein in Gliedern vorkommt, die dem soeben verzeichneten 
Produkte zugehören, und zwar darin mit dem Koeffizienten erscheint: 

— (— ly+i Aij 

Wenn wir bedenken, dass in der Entwicklung der Determinante D 
jedes Glied entweder den Faktor y enthalten wird, oder ein Produkt 
nach Art von (ccißj), können wir schliesslich die Entwicklung von D 
in der Form (Cauchy) niederschreiben: 

wobei wir die Summierung ausdehnen auf alle i, j == 1, 2, . . . n. 

Man wird nun eine ähnliche Untersuchung anstellen können, wenn 
man, anstatt nur eine Zeile und eine Spalte hinzuzufügen, die Matrix 
der Determinante um r Zeilen und r Spalten erweitert. 

Man ersieht hiemach, wie eine Determinante sich in der Art 
entwickeln lässt, dass (abgesehen von dem Gliede yÄ) ein bilinearer 
Ausdruck in den Elementen einer Zeile und einer Spalte hervorgeht. 
Wir haben hier den folgenden Satz von Hesse anzumerken, der 
den Fall betrifft, wo ein solcher bilinearer Ausdruck sich in das Pro- 
dukt zweier linearen Funktionen zerfallen lässt. 

Hesse, Ein Determinantensatz. Joum. f. Math. Bd. 69 (1868) [319—322], 
wieder abgedruckt in Hesse, Gesammelte Werke. München 1897 [557—660]. 

Hierzu kann man noch vergleichen 

Weierstrass, Über ein die homogenen Funktionen zweiten Grades be- 
treffendes Theorem, nebst Anwendung desselben auf die Theorie der kleinen 
Schwingungen. Akad. Berlin. Monatsber. 1858 (März 1858) [207—2201 S. 211. 
Wieder abgedruckt in Weierstrass, Mathem. Werke. Bd. 1. Berlin 1894 
[233—246]. 

Wenn das Komplement Äfj eines Elementes atj der ge- 
gebenen Determinante J.Null ist, so ist diese in zwei Faktoren 
zerlegbar, von denen jeder linear und mit gebrochenen Ko- 
effizienten zusammengesetzt ist aus den mit Uij in einer Reihe 
befindlichen Elementen, der eine aus den Elementen: 

a,i ai2 ... (^ij—l ^iJ-\-l • • • Clin 

der andere aus: 

aij 02 j . . . cii—ij ö^i-f i,y • • • <^nj 

Setzen wir einmal der Einfachheit wegen voraus, ^^ sei Null und 
betrachten in der zur gegebenen reziproken Determinante den Minor 
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der also dem Produkt 

gleich sein wird. 

Nach den Eigenschaften der reziproken Determinante ist dieser 
Minor gleich Ä.Ä^^y22f wenn wir mit Ä^^^^y^i ^®^ Minor bezeichnen^ 
der aus Ä hervorgeht, wenn man darin die erste und zweite Zeile und 
die erste und zweite Spalte unterdrückt. Mithin erhalten wir die 
Gleichung: 

-^ • -^11? 22 "^^ -^12-^1 • 

Entwickeln wir nun Ä^^ 7 -^1 ^^^^ ^^^ Elementen der ersten 
Spalte und der ersten Zeile, so erhalten wir bei gleicher Bezeich- 
nungsweise: 

-4l2= 0^21-^11,22 — Öt3i-4ii,32 + * * ' + Önl-4ll,n2 
-^21 =^ 0^12 -^11, 22 Öi3-4ii,23 + * * * + ötin^Jl,2n 

Die Äii^ij enthalten nicht mehr die Elemente: 

0^21 * ' ' ^wi 
0^12 • • • ^In 

und so ergiebt sich für Ä eine Darstellung als Produkt zweier 
linearen Punktionen der gedachten Elemente mit Koeffizienten, welche 
das Verhältniss von Grössen ausdrücken, in denen nur die andern 
Elemente vorkommen. 

Über die geränderten Determinanten lese man noch eine Arbeit 

von Arnaldi und vergleiche § 52 dieses Buches. 

Arnaldi, Sui determinanti orlati e suUo sviluppo di un determinante per 
determinanti orlati. Giom. di Batt. vol 34 (1896) [209—214]. 



§ 13. Anzahl der Glieder, die besondere Elemente enthalten. 

Eine Untersuchung, die mit der in den vorangehenden Para- 
graphen dargestellten nahe verwandt ist, bezieht sich auf die Zahl 
derjenigen Entwicklungsglieder einer w-reihigen Determinante, in denen 
nur h diagonale Elemente (also auf der Hauptdiagonale befindliche) 
vorkommen. 

Wir wollen die Berechnung in folgender Weise ausführen. Wir 
betrachten den ersten Hauptminor k-ter Ordnung. Eines seiner Glieder 
wird das Produkt der ersten k Hauptelemente sein. AUe Glieder, die 
diese k Hauptelemente als Faktoren enthalten, werden der Zahl nach 
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durch die Anzahl der Entwicklungsglieder gegeben, die dem Kom- 
plemente jenes ausgewählten Hauptminors zugehören, das heisst, sie 
werden durch die Zahl (n — lc)l bestimmt. Nun kann man Je Haupt- 
elemente auf so vielfache Weise auswählen, als der Binomialkoeffizient 



® - («> 



Einheiten hat, folglich wird durch 



(» - *)> G) - 1. 



I 



die Anzahl der Glieder gegeben, die Je oder mehr Hauptelemente ent- 
halten. Jedoch ist zu bemerken, dass bei dieser Berechnung gewisse 
Glieder mehrere Male gezählt sind. Diejenigen Glieder, in denen nur 
Je und nicht mehr Hauptelemente vorkommen, sind nur einmal ge- 
zählt, aber die (Je -|- 1) Hauptelemente enthaltenden sind (Je + l)i nial 
gezählt, und so (Je + 2)^ mal die, welche (Je + 2) Hauptelemente ent- 
halten. Bezeichnen wir mit Sk die Zahl der Glieder, in denen sich 
nur Ä; Haupt demente finden, so bekommen wir daher die Rekursions- 
formel: 

** + C t ^) '"+' + C t ^) ^*+» +•••+(„ 1 fc) «»= s = ^» 

Aus dieser Formel geht hervor, was übrigens an und für sich 
auch einleuchtet, dass 5« = 1 , s»— i = . 

Wir setzen nun der Reihe nach fc = 1, 2, . . . w und bilden das 
Aggregat: 

St-8, + s,-s, + s, (- lySn = 

In diesem Ausdruck ist der Koeffizient von Sk 

G-l)-G-2) + t-3) 1-(1-1)» = 1 

das heisst, es erhalten darin alle 5* zu Koeffizienten + 1 . Es wird 
daher: 

Sx + «, + «8+ •••+«. = «! (l-Ä + Ä (-l)"i) 

Mithin lässt sich behaupten: 

Die Anzahl ^n der Glieder ohne Hauptelemente beträgt w!, 
vermindert um die durch das zuletzt verzeichnete Aggregat 
dargestellte Zahl, also 
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Was die Literatur über diesen Gegenstand anbetrifft^ so kann 
man einsehen: 

Cayley, Sur les däterminants gauches. Journ. f. Math. Bd. 38 (1849) [93—96] 
wieder abgedruckt in Cayley, The collected mathematical papers. vol. 1. Cam- 
bridge 1889 [410—413]. 

Weyrauch, Zur Theorie der Determinanten. Journ. f. Math. Bd. 74 
(1872) [273—276]. 

Monro, Baltzer on the number of terms in a determinant with a vani- 
shing diagonal. Mess. of math. vol. 2 (1872^ S. 38 f. 

Baltzer, Mathematische Bemerkungen m den Ber. d. Ges. d. Wiss. Leipzig. 
1873. Bd. 26. [623—537] S. 534 f. 

Baltzer, Determ. 1881. S. 39 ff. 

V. Szüts, Zur Theorie der Determinanten. M. A. Bd. 33 (1889) [477—492]. 



8 14. Die Abgeleitete einer Determinante. Determinanten voa 

Wronski. 

Denken wir uns einmal^ jedes Element einer Determinante stelle 
eine unabhängige Veränderliche vor. Dann erhellt gemäss der An- 
weisung zur Entwicklung der Determinante ohne Weiteres die folgende 
Eigenschaft: 

Die mit Bezug auf ein beliebiges ihrer Elemente ge- 
bildete Abgeleitete der Determinante ist gleich dem alge- 
braischen Komplement dieses Elementes. 

Nehmen wir nun an^ alle Elemente der Determinante wären 
Funktionen einer Veränderlichen x. 

Es mögen also in der Determinante: 



U = 



%1 ^12 * • • ^« 



t*nl Wn2 * • • Wn« 



die u Funktionen von x sein. 

Nach dem Lehrsatze über die Differentiation zusammengesetzter 
Funktioiien ist im Allgemeinen: 

dx~ j^ du,, dx J^ *** dx 

wenn wir mit Ur$ das algebraische Komplement zu Ur» in ü be- 
zeichnen. 
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Führen wir die Summation mit Bezug auf s aus und setzen: 
so erhalten wir: 



dU 
dx 



Uli Uli- ' ' Uin 



• • • • 



Uni Un2 



U 



nn 



+ 



U21 W22 • • • U2n 



Uni Un2 



U 



nn 



+ 



Die Begel zur Bildung der Abgeleiteten lautet also: 

Man bilde die Summe von n Determinanten der Art, 
dass eine jede aus der gegebenen hervorgeht, wenn man an 
Stelle der Elemente einer Zeile (Reihe) die entsprechenden 
Ableitungen dieser Elemente einsetzt. 

Besondere Beachtung verdienen auch Determinanten, die auf 
folgende Weise gebildet sind. Auf einer Zeile (Reihe) .stehen .da 
als Elemente n Funktionen von x, auf einer zweiten Zeile die Ab- 
geleiteten dieser Funktionen, auf einer dritten Zeile die zweiten Ab- 
leitungen und so weiter bis zur w-ten Zeile, wo sich die Abgeleiteten 
(n — lyter Ordnung der nämlichen Funktionen finden. 

Solche Determinante der n Funktionen (auch Determinante des 
Funktionensystems genannt) pflegt man neuerlich nach dem Namen 
des Philosophen und Mathematikers Wronski zu bezeichnen; sie ist 
von Nutzen bei der Untersuchung der linearen Abhängigkeit oder 
Unabhängigkeit von n gegebenen Funktionen. 

Heffter, Einleitung in die Theorie der linearen Differentialgleichungen 
mit einer unabhängigen Variablen. Leipzig 1894 S. 46 ff. 

Schlesinger, Handbuch der Theorie der linearen Differentialgleichungen. 
Bd. 1. Leipzig 1895. S. 36 ff. 

Kritische Anmerkungen zu dem Hauptsatze über die Wronski sehen De- 
terminanten lieferte Peano. Man lese 

Peano, Sur le d^terminant wronskien. Mathesis. vol. 9 (1889) [75 — 76, 
110—112]. 

Peano, Sul determinante wronskiano. Roma Acc. Line. Rend. ser. 5, vol. 6. 
1^ sem. (1897) [413—415]. 

Es ist zunächst eine wichtige Eigenschaft solcher Determinanten, 

dass ihre erste Ableitung mit Bezug auf x sich ergiebt, wenn man 

einfach an Stelle der Elemente jener Zeile, wo die Abgeleiteten 

(n — l)-ter Ordnung stehen, die Abgeleiteten n-ter Ordnung derselben 

Funktionen einsetzt. 

Malmst^n, Moyens pour trouver Texpression de la n**™« integrale parti- 

cuUfere de l'^quation lin^aire y^"^ + Py^**"^) + Qy^'^-^^ ;H 1- %'+ Ty = 

ä l'aide des (n — 1) valeurs ^i , ^g , • . . 2/n— 1 qui satisfont ä cette ^quation. 
Joum. f. Math. Bd. 39. (1860) [91—98] S. 93. 



§ 14. Wronskische Determinanten. 



49 



Es sei: 



W= 



u. 



u. 



u 



Un 



2 



Un 



u 



(n-1) ^(n-1) 



u 



{n-1) 



Bildet man ihre Ableitung mit Bezug auf x nach der vorher 
gegebenen Regele so werden, wie man leicht erkennt, die {n — 1) ersten 
Determinanten Null, da ja in ihnen stets zwei identische Zeilen auf- 
treten, und es bleibt von dem ganzen Aggregat einzig die letzte 
Determinante übrig, also wird: 





Ml 




Mg 




-Un 




< 




< 




'" Un 


dW 


• 




• 




• • • * 


dx 


M^»- 


-2) 


u^r 


.2) 


• • • <- 




mW 




4"^ 




■ ■ ■ «f 



Eine zweite Eigenschaft der Wronski sehen Determinanten spricht 
sich in folgendem Satze aus: 

Wenn man die Funktionen w^ • • • w« mit einer beliebigen 
Funktion u multipliziert, so erscheint die ganze Determi- 
nante dadurch mit u"^ multipliziert. 



Wirklich werden die Elemente der zweiten Zeile hierdurch ver- 
wandelt in: 



d 



dx 



(u u^) 



dx 



die der dritten Zeile werden: 

d^ 



dx 



1 (u Wi) 



d' 



dx 



1 (u u^ 



Entwickeln wir diese Abgeleiteten nach der bekannten Leibnitz- 
schen Regel und zerlegen die Determinante mit mehrgliedrigen Ele- 
menten, die dabei entsteht, in ein Aggregat der entsprechenden Anzahl 
von Determinanten mit einfachen Elementen, so finden wir, dass 
einige davon Null sind, weil bei ihnen die Elemente einer Zeile als 
die gleichen Vielfachen derer einer parallelen Zeile auftreten, und 
dass eine einzige von Null verschieden ist und zwar der ursprüng- 
lichen Determinante gleich, wenn man nur in dieser alle Elemente 
mit u multipliziert denkt. 

Pascal, Determinanten. 4 



50 Theil ü: § 15. Eigenschafben der Minoren der Produktdeterminante. 

Die zuletzt erörterte Eigenschaft der Wronskisclien Determi- 
nanten (daneben auch ihre S. 48 einleitend erwähnte Bedeutung für 
das zugehörige Funktionensystem) finden sich bei: 

Hesse, Über die Kriterien des Maximums und Minimums der einfachen 
Integrale. Joum. f Math. Bd. 54 (1867) [227—273] S. 249. Wieder abgedruckt 
in Hesse, Gesammelte Werke, München 1897 [413—467]. 

Christof fei. Über die lineare Abhängigkeit von Funktionen einer einzigen 
Veränderlichen. Joum. f. Math. Bd. 65 (1858) [281—299] S. 298. 

Frobenius, Über den Begriff der Irreduktibilität in der Theorie der 
linearen Differentialgleichungen. Joum. f. Math. Bd. 76 (1873) [236—270] S. 238. 

Frobenius, Über die Determinante mehrerer Funktionen einer Variabein. 
Joum. f Math. Bd. 77 (1874) [246-257]. 

Pasch, Note über die Determinanten, welche aus Funktionen und deren 
Differentialen gebildet werden. Joum. f. Math. Bd. 80 (1875) [177—182]. 

Studnicka hat neuerdings eine besondere Art von Wronski- 
schen Determinanten behandelt, die der Klasse der Determinanten 
Hank eis (Siehe § 19) zugehört. Es wird zu ihrer Bildung die An- 
nahme gemacht, die Elemente Wj, Ws? • • • ^n der ersten Zeile unserer 
Wronskischen Determinante wären die auf einander folgenden Ab- 
leitungen %', %", . . . t^i^**"^) des Anfangselementes u^, 

Studnicka, Über eine neue Art von Derivationsdeterminanten. Monatsh. 
f. Math. Jahrg. 10 (1899) [338—342]. 



g 15. Mgensohaften der Minoren, welche der Froduktdeterminante 

aus zwei gegebenen angehören. 

Es ist mitgetheilt worden, dass, wenn die zwei zu multiplizieren- 
den Determinanten nicht von derselben Ordnung sind, es zuerst nöthig 
sein wird, sie auf dieselbe Ordnung zu bringen, und das geschieht 
auf sehr einfache Weise, indem man der Determinante niedrigerer 
Ordnung passend Zeilen und Spalten mit Elementen und 1 hinzu- 
fügt. Danach wird das Produkt nach der gewöhnlichen Anweisung 
hergestellt. 

Nun ist es von Wichtigkeit, die folgende Bemerkung über die 
Bildung der Produktdeterminante zu machen, die gerade auch für den 
Fall gilt, wo eine der Determinanten niederer Ordnung als die andere 
ist, eine Bemerkung, die dazu dienen kann, auf eine neue Art den 
Lehrsatz von der Multiplikation der Determinanten nachzuweisen. 

Jüan vergleiche 

König, Ein Beweis des Multiplikationstheorems für Determinanten. Math. 
Ann. Bd. 14 (1879) [507—609]. 

Wir woUen mit der Voraussetzung beginnen, es handle sich um 
das Produkt einer Determinante zweiter Ordnung und einer von der 
Ordnung n. 
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^11 ^12 
^21 ^22 



'11 



'21 



• im 



= ^(«). B 



Wir multiplizieren die Elemente der ersten Zeile der Deter- 
minante B mit a^i und fügen dann die Elemente der zweiten Zeile, 
mit aji multipliziert, hinzu; wenn wir ausserdem die Elemente der 
zweiten Zeile mit Ä^^^ multiplizieren, so erhalten wir: 

^11 ^11 + ^21 hu ö^ii &12 + ^21 ^22? • • • ^11 ^In + «gi &2n 



^(2) a^, B = 



^W & 



21 



^(2) & 



22 



^<»' &2» 



&nl &n2 • • • inn 

Zu den Elementen der zweiten Zeile fügen wir diejenigen der 
ersten, nachdem wir sie mit a^g multipliziert. Danach tilgen wir 
den Faktor a^ auf der rechten und linken Seite der Gleichung und 
es bleibt: 

^11 ^11 + <*21 ^21? ^11 ^12 + ^21 ^22; * * • <*11 ^In + ^^21 hn 
%2 ^11 "I" ^?2 ^21? ^12 ^12 + ^22 ^22; * * * ^12 ^In + ^22 ^2» 



^(«). B = 



'81 



hn 



'32 



bn\ 



&8n 



Wir bezeichnen nun mit ^(^^ die Determinante: 



J.W = 



^11 ^12 ^13 
^21 ^22 ^23 



031 «82 «88 

Fügen wir zu den Elementen der ersten und zweiten Zeile im 
vorausgehenden Produkt die Elemente der dritten, multipliziert be- 
ziehungsweise mit «3^, «32 und multiplizieren dann noch die Elemente 
der dritten Zeile mit Ä^^\ so geht hervor: 

«11 feji + «21 &21 + «81 ^81? «11 ^12 + «21 ^22 + «81 ^32; 

«12 ^11 "T «22 ^21 "T «32 ^81> «12 ^12 "T «22 ^22 \ «82 ^82? 



J[(2). J[(8). JB = 



^(3) & 



81 



'41 



^(S) & 



82 



'42 
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Und wenn wir nun zur dritten Zeile die Elemente der ersten 
und der zweiten Zeile addieren, beziehungsweise mit den algebraischen 
Komplementen der Elemente a^^j a^^ innerhalb der Determinante Ä^^^ 
multipliziert, so erhalten wir zum Schluss nach leichter Umwandlung: 

^11 ^11 y %1 ^21 + %1 ^31; ^11 ^18 + ^21 ^22 "I" ^31 ^32? 

^12 ^11 1 ^'22 ^21 I ^82 ^31^ ^12 ^12 I ^22 ^22 1 ^32 ^32? 

^13 ^11 I ^23 ^21 1 %3 ^81> ^13 ^12 "T ^23 ^22 "f" ^83 ^82» 
\l ^42 



J[(3). B 



Wir würden immer nach derselben Methode fortfahren können 
und die Produkte von B mit A^^\ mit Ä^^\ , . . finden. Das Bildungs- 
gesetz dieser Produkte leuchtet ein; es würde sich nachweisen lassen, 
dass es, wenn für den Index i giltig, auch für den Index (i -f- 1) 
noch zu Recht besteht. Wenn die erste Determinante die Ordnung n 
erhält, kommt man demnach zurück auf die gewöhnliche Anweisung 
für das Produkt zweier Determinanten derselben Ordnung. 

Die gedachten Produkte von Ä^^\ Ä^^^ ... in 5 können auch 
unmittelbar nach der gewöhnlichen Regel hergestellt werden, indem 
man zuerst das Verfahren anwendet, an das wir im Anfang dieses 
Paragraphen erinnert haben. Die Wichtigkeit der hier erörterten 
Betrachtungen beruht jedoch darauf, dass man auf diesem Wege ohne 
Weiteres zu der gebräuchlichen Regel für die Produktbildung gelangen 
kann, die gemeiniglich auf eine abweichende Art nachgewiesen wird. 
Und hierzu lässt ja auch König am angeführten Orte seine Be- 
trachtung dienen. 

Andere Arbeiten, in denen sich eine Darlegung der Produktbildung 

zweier Determinanten vorfindet, sind: 

Janni, V., Sul prodotto di due matrici. Giom. di Batt. vol. 11 (1873) 
S. 357. 358. 

Le Paige, Sur la r^gle de multiplication des d^terminants. Bull. soc. 
math. de Fr. vol. 9 (1881) [67—691. 

De Presle, Multiplication de deux d^terminants de m§me degrä. Bull, 
soc. math. de Fr. vol. 14 (1886) S. 157. 158. 

Das Produkt zweier Determinanten von derselben Ordnung 

A = \a' , B = b\ 

lässt sich, wie wir wissen, auf vierfache Weise ausführen; nämlich 
entweder verbindet man die Zeilen der einen Determinante mit den 
Zeilen der andern, oder die Zeilen der ersten mit den Spalten der 
zweiten, oder die Spalten der ersten mit den Zeilen der zweiten, oder 
schliesslich die Spalten der einen mit den Spalten der andern. 
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Wir wollen das Produkt einmal nach der ersten und einmal 
nach der letzten dieser vier Verfahrensweisen ausführen und an- 
nehmen, dass wir in den beiden Fällen beziehungsweise die Ergeb- 
nisse bekommen: 



C = 



ai 



'21 



r= 



Dabei sind: 



7X1 • 

7ni • 



' Vln 
' Yin 



• ■ 



nn 



Cr8 = drlisl + CCr2h2 + • • • 
yrs = airils + a^rhs + ' * ' 

Diese beiden Determinanten sind natürlich einander gleich, ob- 
schon ihre gleichliegenden Elemente verschieden sind. 

Wir machen nun die werthvolle Beobachtung, dass zwischen ge- 
wissen Unterdeterminanten von C und den ihnen entsprechenden in F 
sehr einfache lineare, homogene Beziehungen bestehen. 

Wir wollen jetzt andeutungsweise von derartigen Beziehungen, 
wie sie Weltzien gegeben hat, berichten. 

Weltzien, Über das Produkt zweier Determinanten. Math. Ann. Bd. 42 

(1893) [598—600]. 

Dabei kommt die, von uns schon auf S. 11 eingeführte, bequeme 
Benennung zur Anwendung für Minoren, deren sämmtliche Haupt- 
elemente auch Hauptelemente der vorgelegten Determinante sind. 

Es lässt sich dann der folgende elegante Lehrsatz beweisen: 

Die Summe aller diagonalen Minoren der Ordnung Je 
in C ist gleich der Summe der diagonalen Minoren der Ord- 
nung Je in r. 

Dieser Lehrsatz sagt für den besonderen Fall Je = n die That- 
sache aus, dass C = F wird. 

Für Je = 1 ergiebt sich im Besonderen auch, dass die 
Summe aller diagonalen Elemente von C gleich der Summe 
der diagonalen Elemente von F ist. 

Für diesen letzteren Satz wird der Nachweis sofort erbracht, 
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wenn man beachtet^ dass die Summe der diagonalen Elemente von C 
sich in der Form 



r. » 



darstellen lässt, wobei die Indices r, i alle möglichen Werthe 1, 2^ ... w 
annehmen sollen, und dass in gleicher Gestalt auch die Summe der 
diagonalen Elemente von F erscheint. 

Nehmen wir ferner der Einfachheit wegen w = 4 an, so ergiebt 
sich gemäss dem oben angeführten Lehrsatze das Bestehen der fol- 
genden Gleichungen: 



^11 ^12 
^81 ^22 



7x1 ri2 
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ru Yii 

Yiira 
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^32 ^ss 
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Ysi Ysa 



+ 
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^22 ^24 
C42 <?44 



^22 r2A 

74.2 ru 
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^43 ^44 



^33 734 
^43^44 
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^21 ^22 ^3 
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Yn Yii Yts 
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Yii Yii Yi3 
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Yai Yii Yaa 





Yu Yii Yu 
Yii Yii Yii 
Yu Yii Y44. 
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Zum Beweise unseres Lehrsatzes haben wir einer Eigenschaft zu 
gedenken, die schon im Anschluss an die Erörterung der Produkt- 
bildung aus zwei Determinanten aufgezeigt wurde; wir wissen näm- 
lich, dass ein Minor des Produktes zweier Determinanten gleich dem 
Produkt zweier Matrices ist, die in den beiden gegebenen Determi- 
nanten enthalten sind," und man kann hinzufügen, dass, wenn es sich 
um einen diagonalen Minor handelt, dann die zu multiplizierenden 
Matrices gerade zwei homologe Matrices in den beiden Determinanten 
darstellen. (Siehe den Schluss von § 7.) 

Nach dieser Bemerkung ist ein jeder der diagonalen Minoren 
Ä-ter Ordnung von C nichts andres, als die Summe der Produkte von 
Minoren fc-ter Ordnung von Ä in ihre homologen Minoren in JB, und 
die Summe aller diagonalen Minoren Jc-ter Ordnung von C ist nichts 
aüdres, als die Summe der Produkte, in denen sämmtliche in Ä ent- 
haltenen Minoren fc-ter Ordnung mit den zu ihnen homologen aus B 
multipliziert erscheinen. Da man demnach dasselbe von der Deter- 
minante r behaupten kann, so ergiebt sich, dass die beiden Summen 
von Diagonalminoren h-ter Ordnung, in C und in jT, unter einander 
gleich sind. 

Bei Gelegenheit unserer Beweisführung ist ersichtlich geworden, 
mnd wir wollen dies in der Form eines Lehrsatzes hervorheben: 
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Die Summe aller diagonalen Minoren der Ordnung Ä, 
enthalten in der Produktdeterminante C=Ä.B iat derSumme 
der Produkte gleich aller Minoren der Ordnung Je aus Ä, 
multipliziert ein jeder mit seinem homologen aus B. 

Dieser Lehrsatz, der leicht auch für den Fall nicht diagonaler 
Minoren sich als giltig aufzeigen lässt, findet sich wohl zum ersten 
Male in einer Abhandlung von Picquet. 

Mit Bezug auf die Darstellung eines Minors des Produktes mit 
Hilfe der Minoren gleicher Ordnung der das Produkt bildenden Fak- 
toren kann man einen Aufsatz Hess es vergleichen. 

Picquet, Memoire sur Tapplication du calcul des combinaisons ä. la th^orie 
des d^terminants. Journ. de l'^c. pol. cah. 45 t. 28 (1878) [201—243] S. 203. 

Hesse, Über Determinanten und ihre Anwendung in der Greometrie, ins- 
besondere auf Kurven vierter Ordnung. Journ. f. Math. Bd. 49 (1856) [243—264] 
S. 243 ff. Wieder abgedruckt in Hesse, Gesammelte Werke, München 1897 
[319—343]. 



§ 16. Symmetrische, schtefe, halbsjnoimetriBche Determinanten. 

Es sei eine Determinante vorgelegt, von Elementen a gebildet. 
Wenn nun darin 

O/ra = (^sr 

ist, SO heisst die Determinante symmetrisch; es sind dann die Ele- 
mente gleich, die mit Bezug auf die Hauptdiagonale symmetrisch 
angeordnet sind. 

Wenn 

Urs = — a^r (r 4= 5) 

dann nennt man die Determinante schief, und wenn zudem 

a^r = 

angenommen wird, schiefsymmetrisch. Diese Determinante wird 
auch halbsymmetrisch (hemisymmetrisch) genannt. Die Elemente 
ürtf agr kann man als konjugierte bezeichnen. 

Jeder diagonale Minor einer symmetrischen Determi- 
nante ist auch symmetrisch; 

denn man leitet ja aus der ursprünglichen Determinante einen diago- 
nalen lüinor her, wenn man Zeilen und Spalten, die sich auf der 
Hauptdiagonale kreuzen, unterdrückt, und wenn diese das Element arg 
enthalten, so werden sie auch Ugr enthalten. Es werden also auf 
diese Weise lauter Elemente fortgenommen, die zu zwei und zwei 
konjugiert sind; die zurückbleibenden werden auch paarweis kon- 
jugiert sein und mit Bezug auf die Diagonale symmetrisch geordnet. 
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Aus der begrifflichen Erklärung der symmetrischen Determi- 
nante erhellt sogleich^ dass diese auch dem sinnbildlichen Schema 
nach unverändert bleibt, wenn man ihre Zeilen und Spalten vertauscht. 
Beachtet man dann, dass in jeder beliebigen Determinante der kom- 
plementäre Minor zu Urs dieselbe Lage einnimmt, wie andernfalls der 
zu dem Elemente a^r gehörige Minor, wenn man nur erst an der ge- 
gebenen Determinante die Vertauschung der Zeilen und Spalten vor- 
genommen hat, so ergiebt sich: 

In einer symmetrischen Determinante sind die kom- 
plementären Minoren zu zwei konjugierten Elementen gleich. 

Und daraus folgt: 

Die zu einer symmetrischen Determinante reziproke ist 
wieder eine symmetrische Determinante. 

Dem Vorangehenden entsprechend können wir behaupten: 

Die diagonalen Minoren einer schiefen Determinante 
sind ihrerseits auch schiefe Determinanten. 

Wenn man in einer schiefsymmetrischen Determinante die Zeilen 
und Spalten vertauscht, so sieht man, weil ja im Allgemeinen das 
Element «r» mit a,r die Stelle wechselt und weil ürs = — cisr und 
arr = 0, dass jedes Element mit ( — 1) multipliziert erscheint. Mul- 
tipliziert man nun in einer Determinante n-ter Ordnung alle Elemente 
mit ( — 1), so erhält dadurch die Determinante selbst den Faktor ( — 1)**. 

Hieraus ergiebt sich, falls n ungerade, dass die Determinante nach 
dem Wechsel von Zeilen und Spalten mit verwandeltem Vorzeichen 
erscheint und mithin nur Null sein kann. Wir sagen also: 

Eine halbsymmetrische Determinante von ungerader Ord- 
nung ist Null. 

Dem entsprechend wollen wir den komplementären Minor eines 
Elementes Urs betrachten. Wechseln wir bei allen Elementen die 
Zeichen, so erhalten wir den komplementären Minor des konjugierten 
Elementes Usr, weil ja Zeichenwechsel bei allen Elementen dem Ver- 
tauschen der Zeilen mit den Spalten entspricht. Daher können wir 
aussprechen: Der komplementäre Minor von Usr ist gleich dem mit 
( — 1)"—^ multiplizierten komplementären Minor von a^»' Also: 

In einer halbsymmetrischen Determinante der Ordnung 
n sind die komplementären Minoren zweier konjugierten 
Elemente dem absoluten Werthe nach gleich; sie sind aber 
mit dem nämlichen oder dem entgegengesetzten Zeichen ver- 
sehen, jenachdem n ungerade oder gerade ist. 
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Hieraus folgt auch: 

Die zu einer halbsymmetrischen Determinante reziproke 
ist selbst symmetrisch oder aber halbsymmetrisch, jenach- 
dem für jene die Ordnung eine ungerade oder gerade Zahl ist. 

Da wir wissen, dass für eine Determinante mit dem Werthe Null 
die komplementären Minoren der Elemente einer Reihe proportional 
sind denjenigen der entsprechenden Elemente einer parallelen Reihe 
(Siehe S. 20), so können wir mit Anwendung des letzten Lehrsatzes 
behaupten: 

Wenn für eine halbsymmetrische Determinante unge- 
rader Ordnung mit Ars die komplementären Minoren der 
verschiedenen Elemente bezeichnet werden, so folgt die Be- 
ziehung: 

^rr-^s ^= -^ r» 

Wir gehen nun dazu über, diese weitere Eigenthümlichkeit klar 
zu legen: 

Jede halbsymmetrische Determinante von gerader Ord- 
nung stellt sich dar als ein vollständiges Quadrat einer 
ganzen rationalen Funktion ihrer Elemente. 

Für eine halbsymmetrische Determinante zweiter Ordnung, also: 

a 

a 
ist dies einleuchtend. 

Wir werden zeigen, dass, wenn gedachte Behauptung sich für 
die Ordnung {n — 2) bewährt, sie auch für die Ordnung n richtig ist. 

Wir bezeichnen nun wieder mit Ars den komplementären Minor 
zu Urs in einer vorgelegten Determinante gerader Ordnung n. 

Dann ist A^^ eine halbsymmetrische Determinante ungerader Ord- 
nung, mithin gleich Null. 

In ihr wollen wir mit «r« das algebraische Komplement des Ele- 
mentes ürt bezeichnen; es wird dann: 

^22^22 + ^23^23 + • • • + a2«a2n = A^^ = 
^32^22 + ^83«23 + • • • + a^nOC^n = 

• • • • • • • 

Wenn wir in der gegebenen Determinante die Elemente der 
zweiten Spalte mit a^^ multiplizieren und fügen zu ihnen der Reihe 
nach die der dritten Spalte hinzu nach Multiplikation mit a^^, die 
der vierten desgleichen, mit dem Faktor «24 versehen, . . ., so ergiebt 



a' 
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sich dann nach den vorausgehenden Gleichungen für die Elemente der 
zweiten Spalte mit einziger Ausnahme des ersten Elementes der Werth 
Null. Man erhält also, wenn B die gegebene Determinante be- 
zeichnet 



a^jR = — («iga^S + • • • + (hnCCin) 



^21 


«28 • • • 


«2» 


»81 

• 


«33 * * 

• • • • 


«8n 

« 


«nl 


«nS • • • 


ann 



Entwickelt man nun die Determinante nach den Elementen ihrer 
ersten Spalte, so wird 

«22^ = («i8a22 + • • • + «1««2«)^ 

da nach der Voraussetzung «21 = — «12; • • *? «»1 == — «in , und da 
überdies die Gleichungen bestehen: 

^28 = ^2 7 • • •? ^2« = ^«2 

nämlich zwischen Minoren der halbsymmetrischen Determinante un- 
gerader Ordnung A^^, 

Nach dem oben bewiesenen Lehrsatze (Siehe S. 57) wird nun 

«28 =Y^V^ 

• • . 

CC2n=YcC^VcCnn 

und daraus: 

Nach unserer Voraussetzung, der zu beweisende Lehrsatz sei bis 
zu den Determinanten der Ordnung (n — 2) als richtig erkannt, und 
in Folge der Bemerkung, dass die «22 . • • ccnn gerade halbsymmetrische 
Determinanten (w — 2)-ter Ordnung sind, erhellt, dass die in unserer 
Formel erscheinenden Wurzelgrössen rationale Ausdrücke sind und 
daher ist R als das Quadrat eines rationalen Ausdrucks dargestellt. 
Man hat in obiger Formel die Wurzeln mit solchen Vorzeichen 
zu versehen, dass das Produkt zweier unter ihnen, zum Beispiel 

Yccii Yajj genau + «,7 ergiebt. Mithin wird, nachdem über das Zeichen 
einer der Wurzelgrössen Bestimmung getroffen ist, das Zeichen einer 
beUebigen andern auch bestimmt sein. 

Wir wollen jetzt eine halbsymmetrische Determinante von gerader 
Ordnung betrachten, die auch mit Bezug auf die zweite Diagonale 
symmetrisch ist. 
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Damit ist angezeigt, dass wir neben den Voraussetzungen: 



»,-,-= 



Urs = 



a 



sr 



noch die Annahme zu machen haben: 



a 



ij 



ö^n— i+l,n— 1 + 1 



Eine bestimmtere Anschauung zu gewinnen, betrachten wir diese 
Determinante 4-ter Ordnung: 





— a 

— b 



a 


d 



h c 
d h 
a 



c — h — a 



Zur ersten Spalte fügen wir die letzte hinzu und danach zur 
ersten Zeile die letzte Zeile, so erscheint: 

a — h h — a c 

b — a d b 

a — b — d a 

— c — b — a 

Nun addieren wir zur zweiten Spalte die dritte und darauf zur 
zweiten Zeile die dritte Zeile. Es ergiebt sich: 



b — a c 

d 6+a 

a — b — d a 

— c — b — a — a 



b — a c 
d 6 + a 



2 



Dasselbe Verfahren würden wir bei beliebiger Ordnungszahl 
n = 2m der vorgelegten Determinante anwenden können; wir können 
daher urtheilen: 

Wenn eine halbsymmetrische Determinante gerader Ord- 
nung überdies mit Bezug auf ihre zweite Diagonale symme- 
trisch ist, so lässt sie sich als das Quadrat einer Determi- 
nante ausdrücken, deren Ordnungszahl die Hälfte beträgt. 

(Siehe Günther, Det. 1877. S. 91 f.) 
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§ 17. Ffaffsohe Funktionen. 

Der Ausdruck, dessen Quadrat sich als halbsymmetrische Deter- 
minante gerader Ordnung herausgestellt hat (Siehe S. 57 f.), tritt hier 
(nach Cayleys Bezeichnung: Pfaffian) unter dem Namen „Pf äff sehe 
Funktion" auf, weil er nämlich bei der Lösung des Pfaffschen 
Problems eine Rolle spielt. 

Scheibner hingegen hat diesem Ausdruck noch den Namen 
Halbdeterminante gegeben. 

Von der Literatur über den Gegenstand kann man einsehen: 

Jacobi, Über die Pfaffsche Methode, eine gewöhnliche lineare Differential- 
gleichung zwischen 2 n Variabein durch ein System von n Gleichungen zu inte- 
griren. Joum. f. Math. Bd. 2 (1827) [347—357) S. 354, wieder abgedruckt in 
Jacobi, Gesammelte Werke, Bd. 4. Berlin. 1886 [19— 2«]. 

Jacobi, Theoria novi multiplicatoris systemati aequationum differentialium 
vulgarium applicandi, caput tertium: Theoria multiplicatoris systematis aequa- 
tionum differentialium ad varia exempla applicata. Joum. f. Math. Bd. 29 
(1845) [213—279] S. 236, wieder abgedruckt in Jacobi, Ges W., Bd. 4. Berlin 
1886 [395—4651. 

Cayley, Sur quelques propri^t^s des däterminants gauches. Joum. f. Math. 
Bd. 32 (1846) [119— 123J, wieder abgedmckt in Cayley, The collected mathe- 
matical papers. vol. 1. Cambridge 1889 [332—336]. 

Cayley, Joum. f. Math. Bd. 38 S. 95 (der oben S. 47 schon angeführte 
Aufsatz). 

Cayley, Recherches ultdrieures sur les d^terminants gauches. (Suite du 
memoire t. 32 p. 119 et t. 38 p. 93.) Joum. f. Math. Bd 50 (1855) [299—313], 
wieder abgedruckt in Cayley, Coli. math. pap. vol. 2. Cambr. 1889 [202 — 215J. 

Scheibner, Über Halbdeterminanten. Ges. d. "W^ss. Leipzig, Ber. Bd. 11 
(1859) [151—159]. 

Grassmanns Untersuchungen über das Pfaffsche Problem (in der Aus- 
dehnungslehre von 1862) und deren eingehende Würdigung durch Engel lese 
man in Grassmanns gesammelte math. und phys. Werke, Bd. 1. Th. 2. 
Leipzig 1896. S. 341 ff. und S. 471 ff. 

Veitmann, Beiträge zur Theorie der Determinanten. Zeitschr. f. Math. 
16. Jahrg. (1871) [516—525]. 

Schering, a. a. 0. Ges. d. Wiss. Göttingen, Abh. Bd. 22. 1877. 

Man sehe auch nach in den Lehrbüchern: 

Trudi, Teoria dei determinanti. Napoli 1862. 

Baltzer, Det. 1881. S. 45. 46. 47. 

Günther, Det. 1877. S. <jO. 91. 

Nach Jacobi bezeichnen wir mit dem Symbol 

(1, 2, . . . w) 

die Pfaffische Funktion n-ter Ordnung. Und wir werden mit diesem 
Symbol gerade diejenige der beiden Quadratwurzeln der halbsymme- 
trischen Determinante meinen, welche das Glied a^g «34... a„_i, „ mit 
dem positiven Vorzeichen enthält. 

Man findet dann leicht eine Rekursionsformel, die die Entwicklung 
der PfaflFschen Funktion n-ier Ordnung mit Hilfe derer von niederer 
Ordnung angiebt. 
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Um dies zu leisten, müssen wir auf die Formel zurückgehen, die 
von uns letzthin für die Entwicklung einer halbsymmetrischen Deter- 
minante R gefunden war. Mit ihrer Benutzung erfährt die PfaflFsche 
Funktion die Darstellung: 

«12 yä^ + «13 y^ -\ — 

und hier sind «22; %s ••• ^^® algebraischen Komplemente der 
Hauptelemente jener Determinante, die man aus der gegebenen De- 
terminante jB durch Tilgung der ersten Zeile und ersten Spalte (Kom- 
plement von aii) erhält. Überdies muss dem ersten Wurzelausdruck 
]/c^ sein Vorzeichen in dem Sinne ertheilt werden, dass aj^ ... a«— 1, « 
ein Glied, das jenem angehört, mit positivem Zeichen erscheint, end- 
lich sind den andern Wurzelgrössen ihre Zeichen dergestalt zuzu- 
weisen, dass 

ycCiiYä^2 = + «2i 

wird, wobei «2/ das algebraische Komplement von a^ darstellt 
innerhalb des Komplementes R^^ von a^^ in R, 

Es ist «22 di® halbsymmetrische Determinante der Ordnung (n — 2), 
die aus der gegebenen nach Tilgung der beiden ersten Zeilen und 
Spalten hervorgeht, mithin ist ]/ä^ nichts andres, als die PfaflFsche 
Funktion der Elemente 3, 4, ... w, die wir mit (3, 4, . . . w) be- 
zeichnen wollen, indem wir der Wurzelgrösse das Zeichen -)- zu- 
ertheilen. 

Es lässt sich erweisen, dass bei Annahme des positiven Zeichens 

für sämmtliche Wurzelausdrücke das Produkt YcciiYccjj genau nach 
Werth und Zeichen das Komplement von a,^ in R^^ ergiebt. Um 
also in dem Produkte nicht das Komplement, wohl aber das alge- 
braische Komplement zu erhalten, hat man mit ( — iy+-' zu 
multiplizieren. Somit können wir schliessen, dass im Allgemeinen 

(wenn dem Wurzelausdruck "j/agg das Zeichen + beigelegt worden) 
erforderlich wird, Yccii mit dem Zeichen von ( — 1)* zu versehen. 

Ein jeder der Wurzelausdrücke ]/«,•,- ist eine PfaflFsche Funktion 
der Ordnung (n — 2). Man erhält also gemäss der Bezeichnungs- 
weise Jacobis: 

Y^i = (— ly (2, 3, ... * — 1, i + 1, ... w) 

oder auch, wenn man die Elemente 2, 3, ... i — 1 nach dem Ende 
hin schaflFt, ergiebt sich genau: 

y^. = (i -\- Ij ... fij 2, 3, i — 1) 
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Es geht danach sogleich die folgende Rekursionsformel hervor: 

(1, 2, . . . n) = (1, 2) (3, 4, . . . n) + 

+ (1,3) (4, 5, •••», 2) + 

•mX^ • • • • •••• • 

+ (1, «)(2, 3, •••n-1) 

Die Ausdrücke (1, 2), (1, 3), ... sind eben gerade die Elemente 
a^g , »18 , . . . , also die Pfaffschen Funktionen zweiter Ordnung. 

Wenden wir diese Formel auf die Pfaffschen Funktionen (n — 2)-ter 
Ordnung fortgesetzt wieder an, so erscheint (1, 2, . . . w) vermittelst 
der Pfaffschen Funktionen {n — 4)-ter Ordnung dargestellt und so 
weiter. Man gewinnt hierdurch ein Mittel für die Entwicklung einer 
Pfaffschen Funktion. 

So wird zur Pfaffschen Funktion vierter Ordnung (1, 2, 3, 4) die 
Entwicklung gehören: 

(1, 2, 3, 4) = (1, 2) (3, 4) + (1, 3) (4, 2) + (1, 4) (2, 3) = 

= ^^12^4 T" %3^42 \ ^14^28 

Wenn Cn_2 die Anzahl der Glieder einer Pfaffschen Funktion 
von der Ordnung (w — 2) bezeichnet, so wird die Gliederzahl einer 
solchen von der w-ten Ordnung 

Cn=(n— 1)C„_2 

sein, daher allgemein: 

c„ = (w — 1) (m — 3) (w — 5) ... 3.1 

Demzufolge erscheint die Gliederzahl einer Pfaffschen Funktion 
durch Rechnung ermittelt. 

Es ist ohne Weiteres klar, dass das Zeichen einer Pfaffschen 
Funktion wechselt, wenn man zwei Indices mit einander vertauscht. 
So wird zum Beispiel 

(1, 2, 3, ... w) = — (2, 1, 3, ... n) 
Denn, während doch im Ausdruck linker Hand das Glied 

~r ^12 ^4 • • • ^n — 1, n 

erscheint, wird auf der andern Seite der Gleichung das Glied 

»21 ^34 • • • ^n — 1, n 

vorkommen, und da a^i = — a^^} so stimmt dieses mit jenem überein. 
Folgende Eigenschaft ist bemerkenswerth: 
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Jeder nicht diagonale Minor der Ordnung (n — 1) in der 
vorgelegten halbsymmetrisahen Determinante ist gleich dem 
Produkt der Pfaffschen Funktion (1, 2, . . . w), multipliziert 
in eine andere Pfaffsche Funktion (n — 2)-ter Ordnung, die 
aus jener hervorgeht, wenn man zwei ihrer Indices tilgt. 

Betrachten wir nämlich Beispiels halber das Komplement von 
a^2 , also : 



a 



31 



» . . Usn 



• • • 







so sind die algebraischen Komplemente der Elemente erster Spalte 
genau die vorher mit a,y verzeichneten Grössen. 

Entwickeln wir diese Determinante, so erhalten wir also: 

^21^22 + ^31^82 + • • • + Öt«l«n2 



das heisst, zufolge den bereits gefundenen Beziehungen 

V^22 (»21 yö^ + %1 V'OSS -\ h ClnlVcC^n) 

Nun ist aber: 

Y^i == (* + 1? • • • ^7 2, 3, • • • i — 1) 
daher ergiebt sich für gedachten Minor die Darstellung: 

(3, 4, . . . m) [(2, 1) (3, 4, . . . M) + (3, 1) (4, 5, • • ■ n, 2) + 



+ 



• • • 



oder 



-f («, 1) (2, 3, • • • n - 1)] 

-(3,4,...n)(l,2,3,...M) 

Hierdurch ist der Nachweis für obigen Lehrsatz erbracht. Wenn 
wir durch Aij das Komplement von atj in R bezeichnen, so erhalten 
wir in der That dem Werth und Vorzeichen nach diese Formel: 



Äij = — (1, 2, • . . w) (1, 2, • • • i — 1, i + 1, . -. . j — 1, j + 1, • • • w) 

Das Zeichen dieses Ausdrucks erkennt man auf folgende Weise. 
In Äij ist der Koeffizient von aji das Quadrat der Pfaffschen Funktion,, 
die aus (1, 2, • • • w) nach Tilgung der Indices i, j entsteht und zwar 
mit dem Zeichen von ( — 1)«+;— i versehen. Wollen wir rechts den 
Koeffizienten von O/,-, das heisst den von — a,-^- aufsuchen, so ent- 
wickeln wir (1, 2, • • • w) mittelst der bekannten Rekursionsformel, nach- 
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dem wir Sorge dafür getragen, die Indices i^j an den Anfang hin zu 
versetzen. Nun ist doch: 

(l,2,...n) = (-l)'+>-8(i,i,l,2,...i-l,i + l,...j-l,j+l,...n) 
Daher wird auf der rechten Seite der Koeffizient von — aij oder 



von 



- ft j) genau 
also derselbe, wie auf der linken Seite der Gleichung. 



ny 



% 18. Lehrsätze über symmetrisohe und über schiefe Determinanten. 

Wir wollen jetzt für die symmetrischen Determinanten eine Eigen- 
schaft nachweisen, die wegen ihrer Anwendungen auf Geometrie und 
Mechanik bemerkenswerth ist, eine Eigenschaft, die zwar schon seit 
den Zeiten Cauchys bekannt ist, aber von Sylvester zuerst in einer 

leicht fasslichen Weise nachgewiesen wurde. 

Sylvester, A demonstration of the theorem that every homogeneous qua- 
dratic polynomial is reducible by real orthogonal substitutions to the form of 
a sum of positive and negative Squares. Phil. Mag. ser. 4. vol. 4. 1852 [138 — 142J. 

Man vergleiche den weiter unten (§ 49) angeführten Aufsatz von Siacci, 
Acc. Tor. vol. 7. S. 782 sowie den geschichtlichen Überblick über die hier be- 
rührten Fragen bei Baltzer, Det. 1881. S. 212 f. und Bemerkungen bei Günther, 
Det. 1877. S. 152 f. 

Wir betrachten die Determinante: 



a^ 


X, 


»12 




« 


• 


• 


»In 


• 




»22 

• 


X, 


• 
• 


• 
• 


• 
• 


»2n 

• 


«nl 




0»2 




• 


• 


• 


(^nn 



— X 



und setzen dabei voraus, dass a^« = cisr • Wir wollen diese Determi- 
nante mit f( — x) bezeichnen und das Produkt f(x) • f ( — x) bilden. 
Wenn wir uns nun gegenwärtig halten, dass die Determinante der a 
eine symmetrische ist, so gewinnen wir durch Multiplikation: 



f{x).f{-x)^ 



^11 «^ ? ^12 



"21 



Cnl 



^22 *^ 7 



Cn% 



Cln 
C2n 



X 



2 



Es ist dabei die Bezeichnung gewählt: 
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Crr ^^ ^ rj 

5 



Wir denken uns diese Determinante in eine Reihe nach steigenden 
Potenzen von ( — x^^ entwickelt. Das Glied ohne a? wird dann augen- 
scheinlich durch die nämliche Determinante dargestellt, in der nur 
flj^ = zu setzen ist, oder auch durch das Quadrat der gegebenen 
Determinante für den Fall, dass in ihr x den Werth Null erhält 
Nennen wir G die Determinante der c, wenn darin a;* = , und A 
die Determinante der a, wobei wiederum x = vorausgesetzt ist, so 
wird C = A^ sein. Um zu erkennen, welcher Art die andern Ko- 
effizienten der Entwicklung sein werden, stellen wir uns vor, einem 
jeden Elemente, das nicht ein Hauptelement ist, werde eine Null 
hinzugefügt, so dass die ganze Determinante die Gestalt einer solchen 
mit binomischen Elementen annimmt. Nun mag die Zerlegung in die 
betreffende Anzahl anderer Determinanten mit einfachen Elementen 
ausgeführt werden. Es wird dann (wie in § 11 dargestellt ist) der 
Koeffizient von ( — x^^ durch die Summe aller Hauptminoren gebildet 
von der Ordnung (n — 1) innerhalb der Determinante C; dem ent- 
sprechend wird der Koeffizient von ( — x^y die Sunmie aller Haupt- 
minoren (n — 2)-ter Ordnung von C und so fort. Bekannt ist aber 
aus allgemein gültigen Betrachtungen (Siehe § 15), dass die Summe 
der Hauptminoren v-ter Ordnung in 0, dem Produkte zweier anderen 
Determinanten, einem Aggregate gleich kommt, dessen Glieder nach- 
einander je einen Minor i/-ter Ordnung des einen Faktors jenes Deter- 
minantenproduktes durch Multiplikation verbunden zeigen mit dem 
Minor gleicher Lage aus dem zweiten Faktor, bei Ausdehnung dieses 
Verfahrens auf alle vorhandenen Minoren der v-ten Ordnung. Weil 
nun hier im Besondem C das Quadrat der Determinante der a ist, 
so findet sich: Für die Determinante C ist die Summe der Haupt- 
minoren von der Ordnung v gleich der Summe der Quadrate aller 
Minoren v-ter Ordnung in A, 

Es ergiebt sich deumach, dass alle Koeffizienten der Entwicklung 

nach Potenzen von ( — x^) der Determinante f{x) . /*( — x) Summen von 

Quadraten sind von Ausdrücken, die sich aus den a zusammensetzen. 

Nehmen wir die a als reelle Zahlen an, so wissen wir hierdurch, dass 

alle so gestalteten Koeffizienten wesentlich positive Zahlen sind. 

Die Gleichung: 

f{x).f{-x)^0 

kann dann nicht durch ein rein imaginäres x^ also ein x von der Form 

Pascal, Determinanten. 5 



66 Theil II: % 18. Lehrsätze über synuaaetrische und schiefe Determinanten. 



qY — 1 befriedigt werden, weil, wenn — x^ = q^, man bei Einführung 
dieses Werthes in die Gleichung eine Summe von wesentlich positiven 
Zahlen erhalten würde, die also nicht Null sein kann. Hierdurch 
wird ersichtlich , das s weder f(x) = noch f( — x) = durch einen 
Werth X = qY — 1 befriedigt werden. Dem entsprechend kann auch 
ein X von komplexer Form 

diesen Gleichungen nicht genügen, weil dann, wenn man beispiels- 
weise setzt: 

%i — jP "= «11 

«22 — JP **= ««2 



die Determinante 



«11 — Ä?, • • • Oll 



a 



21 



««1 



«2n 



^nn ^ 



wiederum für x »^ q Y — 1 Null werden müsste. Dies ist aber, wie 
wir gesehn, unmöglich. 

Also kann x nur reell sein, mit and^*n Worten: 

Wenn man die symmetrische Determinante von obiger 
Gestalt nach Potenzen von x entwickelt, so hat die Gleichung, 
die das Verschwinden dieses Polynoms in x aussagt, nur 
reelle Wurzeln. 

Auf diesen Gegenstand beziehen sich die beiden Arbeiten Syl- 
vesters: 

Sylvester, Preuve instantan^e d^apr^s la m^thode de Fourier, de la räalit^ 
des racines de IMqttation s^cnlaire. Jonm. f. MaÜi. Bd. 88 (1880) S. 4. 5. 

Sylvester, Smr nn d^terminant symötrique qui comprend comme cas par- 
ticsQlier la premi^ partie de T^qiiatian s^culaire. Joum. f. Math. Bd. 88 
(1880) [6—9]. 

Wir wollen nun einen Lehrsatz mittheilen über schiefe Deter- 
minanten, deren Hauptelemente gleich 1 sind. Es lässt sich näm- 
lich zeigen: 

Jede schiefe Determinante, deren Hauptelemente gleich 
1 sind, besteht aus einer Summe von Quadraten. 

Setzen wir an Stelle der Hauptelemente Nullen, so erhalten wir 
eise halbsymmetrische Detenuinante, die bekanntermassen entweder 
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verschwindet oder ein yollständiges Quadrat darstellt. Setzen wir im 
Gegentheil Werthe x ein^ so entsteht eine andere und zwar schiefe 
Determinante^ die sich auffassen lässt als entstanden aus der halb- 
symmetrischen Determinante durch HinzufQgung Ton x zu ihren Haupt- 
elementen. Für den Fall x ^=^ 1 hat man dann die Yorgelegte De- 
terminante. Man kann dann eine ähnliche Entwicklung^ wie im 
Vorangehenden, Yomehmen und das dabei entstehende Polynom nach 
den aufsteigenden Potenzen Ton x ordnen. 

Wie oben wird ersichtlich, dass die Koeffizienten der Potenzen 
Yon X sich als Summen der Hauptminoren einer gewissen Ordnung 
aus der halbsymmetrischen Determinante darstellen. 

Da nun solche Hauptminoren doch ihrerseits wiederum halb- 
symmetrische Determinanten sind, so ergiebt sich, dass die Koeffizienten 
der verschiedenen Potenzen von x innerhalb der gedachten Entwicklung 
Summen von Quadraten sind. Für ;r =» 1 schränkt sich die ganze 
Entwicklung auf eine Summe von Quadraten ein. 



8 19. Die Determinanten HankelB und mit ihnen verwandte. 

Wir kommen zur Untersuchung einiger besonderen Klassen von 
symmetrischen Determinanten. 

Die von Hankel behandelte Determinante wird mit Hilfe von 
(2w — 1) gegebenen Elementen in folgender Weise gebildet: 



P = 



Üq «1 • • • «n— 1 

^1 ^ * * * ^n 

• • • « • « 

dn—l Ö^n • • • (hn—2 



Eine solche Determinante wurde von Hankel Ortho symmetrisch 
genannt, von Sylvester persymmetrisch; Frobenius Bezeichnung zu- 
folge dürfte sie die rekurrierende Determinante heissen. 

Hankel, Über eine besondere Klasse der symmetrischen Determinanten. 
(Inauff. Diss. Leipzig.) Göttingen 1861. Vgl. auch Baltzer, Det. 1881. S. 26 f. 
und Setto in Encycl. d. matii. Wiss., I A 2. Kombinatorik, Art. 27. 

Es ist dieser Determinante eigenthümlich, dass man sie durch 
eme andere, gleichartige ausdrücken kann, deren Elemente den 
Differenzen- R^hen der auf einander folgenden Grössen a^ ... 02 n— 2 
enÜehftt sind und zwar jene Reihen eröffnen. 

Setzen wir nämlich, ähnlich wie oben S. 40 
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4« 



= tti — Äf 



= a«, — a< 



Jf 



= ^^^' — ^1 



(1) 



^(0 _ ^ „ ^(2) _ .(1) _ 



zJn— 1 ••• ^n = ^n ^n — 1 



und ziehen von den Elementen der letzten Spalte die der vorletzten 
ab, von denen der vorletzten die der drittletzten und so des weiteren. 
Dann erhalten wir: 



«0 


M^' 


4^' 


• • • ^n — 1 


»1 


4^' 


4^> 


• • • Z7„ 


• 


• 

1 ^n 


• 


• • • • 

• • • ^2n — 2 



Behandeln wir jetzt diese letztere Determinante mit Anwendung 
desselben Verfahrens, beginnend mit der 3-ten Spalte, dann wiederum 
in gleicher Weise die so gewonnene Determinante von der 4-ten Spalte 
aus und so weiter, so erhalten wir: 



Oo 


4^' 


4^' 


yfin-1) 
• • • ^n—1 


«1 


4" 


jf' 


• • • Z7n 


• 


• 


• 

y1^^\ 


• • • • 

• • • ^2n — 2 



Wenn wir nun zum Schluss von der zweiten Zeile die erste ab- 
ziehen, ebenso von der 3-ten Zeile die 2-te und so fort, so ergiebt sich: 



«0 4^' 


^f . ■ 




4*' Ji' 


4'> • 


An) 


• m 

.(«-!) Jn) 


• • 1 


• • 

J2n-2) 
' Zl2n — 2 



eine Determinante, die aus allen den Differenzen z/, welche gleiche 
obere und untere Indices haben, gebildet ist. 

Es ist bemerkenswerth, dass thatsächlich diese Determinante mit 
Bezug auf die Grössen jdf^ in derselben Weise zusammengesetzt ist, 
wie unsere vorgelegte Determinante bezüglich der Grössen a. Der 
Übereinstimmung in der Schreibung wegen kann man die Grösse öq 
mit z/o*^ bezeichnen. 
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Im besonderen Fa]le^ bei der Annahme^ dass die Ele- 
mente aQ,,.a2n—2 eine arithmetische Reihe {n — l)-ter Ord- 
nung darstellen^ oder also ihre Differenzen der (n — l)-ten Ord- 
nung unter einander gleich sind, mithin die Differenzen höherer Ord- 
nung als (n — 1) verschwinden, erhellt, dass alle Elemente, die 
unterhalb der zweiten Diagonale stehen, also alle z/* , bei denen 
k>(n — 1), Null werden; in Folge dessen wird die voraus- 
gehende Determinante auf das Produkt der Elemente der 
zweiten Diagonale eingeschränkt und zwar mit dem Zeichen, 
welches der Potenz 

entspricht. Mit andern Worten, es ergiebt sich unter diesen Um- 
ständen für die Hankeische Determinante der Werth 

Wenn dagegen die gegebenen Elemente eine arith- 
metische Reihe von niederer Ordnung als (n — 1) bilden, 
dann wird die Determinante gleich Null. 

Und weiter ist die Hankeische Determinante auch gleich 
Null, wenn ihre Elemente eine geometrische Reihe dar- 
stellen, da ja dann die Elemente der zweiten Zeile gleiche Vielfache 

derer in der ersten Zeile sind. 

Siehe Günther, Det. 1877. S. 80. 

Wird ÜQ als eine Funktion von x gedacht und sind a^ . . . a„_i . . . 
ihre auf einander folgenden Ableitungen nach dieser unabhängigen 
Veränderlichen, so nimmt unsere Hankeische Determinante, wie oben 
(Siehe S. 50) schon erwähnt worden, die Gestalt der Wronski sehen 
Determinante an. 

Eine Determinante, in deren Aufbau sich eine gewisse Verwandt- 
schaft mit denen Hankels zeigt, ist die folgende: 

Q/Q (t-i ... Offi — 1 i- 

Otz-t da ... Cvn X ___ y-\ 

* . .... ^ 

a„ an+i . . . (hn—i ^^ 

Für dieses D« lässt sich eine bemerkenswerthe Rekursionsformel 
auffinden, die seine Berechnung von den entsprechenden Determinanten 
der Ordnungen {n — 1) und (w — 2) abhängig macht. Man lese: 
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Jaoobi, De eliminatione variabilis e dnabus aequationibas algebraicis. 
Joum. f. Math. Bd. 15 (183ft) [101—1241. Wieder abgedruckt in Jacobi, Ges. 
Werke. Bd. 3. Berlin 1884 [297—320] S. 315 ff 

Frobenius, Über das Trägheitsgesetz der quadratischen Formen (Fort- 
setvong und Schluss). Math. Mitth. Sitzber. Berlin 1894 [135—159] in § 10. 
S. 142—146 =1 Akad. Berlin. Ber. (1894) [407—431] in § 10 S. 414—418. 

Netto, Zur Theorie der Resultanten. Joum. f. Math. Bd. 116 (1896) 
[»»--49] S. 44. 

Der Id^inor, welcher das Eomplement zum Elemente x^ darstellt^ 
ist eine Hankeische Determinante^ die wir Hn nennen werden. 



Sn = 






Cb-i . • • O/fi — \ 



a 



a • • 



• • • 



ün 



dn — l dn ' • ' Öt2n— 2 



Wir werden dann mit Hn das Komplement des Elementes x^'~^ be- 
zeichnen^ also die Determinante, welche man aus der letztbenannten 
erhält, wenn man ihre Endzeile mit den Elementen Un ^n+i . . . a2n— i 
besetzt: 



m = 



ar 



a. 



a. 



a, 



2 



. . . ün—l 
• • • d» 



m • 



ün — i dn—l . . • (hn—S 



Die Rekursionsformel, voi:i der wir sprachen, ist die folgende: 

Wenn wir die Grössen a als die Koeffizienten binärer Formen 
auffassen, so erhalten die Hankeische Determinante Hn und die De- 
terminante Dn für die Invariantenlehre der Formen eine hervor- 
ragende Bedeutung. 

Nehmen wir im Besonderen eine binäre Form von ungerader 
Ordnung (2w — 1) 



r=2'CV>'-v"-'-'^*'' 



Diese Form lässt sich stets als Summe von n Potenzen 
linearer Formen mit dem Exponenten (2w — 1) schreiben: 

und dabei sind die u die Wurzeln der Gleichung D» = 0; 
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die Determinante Dn heisst dann die Eanonizante der ge- 
gebenen Form. 

Schreiben wir die letzte Spalte Ton Dn (in homogener Be* 
zeicbnungsweise) 

— (— ly x^^-'^ x^ 



x^ 

80 ist J)n eine Eovariante von f und sie ist auch der Determi- 
nante gleichwerthig, die aus den Abgeleiteten der Ordnung (2n — 2) 
von f gebildet ist. 

Betrachten wir nun die andere Form gerader Ordnung {^n—^ 



^-^Tr")*'."- 



— 2 



X. 



2 



Diese Form ist darstellbar als Summe von (n — 1) Po- 
tenzen linearer Formen, wenn die Determinante J9ii gleich 
Null ist. Die letztere heisst die Eatalektikante der gege- 
benen Form und ist eine Invariante derselben. Es ist die Deter- 
minante aus den Ableitungen von der Ordnung (2w — 2) von F. 

Wir können uns hier auf Erläuterungen dieser Gegenstände nicht 
einlassen, weil wir dann auf ein fremdes Gebiet übergehen würden, 
nämlich auf das Gebiet der Invariantenlehre der algebraischen Formen. 
Es mag mit dem hier gegebenen Hinweis sein Bewenden haben, wir 

wollen verweisen auf: 

Sylvester, Sketch of a memoir on elimination, transformation and cano- 
nical forms. Cambr. Dubl. math. Jourp. vol. 6 (1861) [186—200]. 

Sylvester, On a remarkable discovery in the theory of canonical forms 
and of hyperdeterminants. Phil. Mag. ser. 4 vol. 2 (1861) [391—410]. 

Sylvester, On the principles of the calcolus of forms. Cambr. Dubl. 
math. Joum. vol. 7 (1862) part 1, sect. 1—3 [62—97] sect. 4—6 [179—2171. 

Cayley, Memoire sur la forme canonique des fonctions bmaires. Joum. 
f. Math. Bd. 64 (1867) [48 — 68] und Addition au memoire . . . ebenda S. 292. 

Man vergleiche Meyer in Encycl. d. math. Wiss. IB2. Invariantentheorie, 
Art. 10. 



8 20. Zyklische Determinanten. 

Wir kommen nun zu den sogenannten Zirkulanten oder 
zyklischen Determinanten. Es sind dies sjmmetrisehe Determinanten, 
aber nur aus n Grössen gebildet. Auf der ersten Zeile ordnen wir 
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diese n Grössen selbst an, auf die zweite Zeile setzen wir die näm- 
liehen Grössen, nachdem wir sie mit einander zyklisch vertauscht 
haben, auf die dritte Zeile kommen wieder dieselben Grössen, die auf 
der zweiten standen, aber auch sie einmal zyklisch vertauscht und so 
geht es fort. 

Eine zyklische Determinante hat also die Gestalt: 



Ä = 



QfH Q/Q . • • Cvfi 

2 3 * ■ ■ ^1 

Q/o 0/A • • • Cl/Q 

« • • • . 

O/fi Cv-t • . . Cvfi 1 



Es leuchtet ein, dass dies eine symmetrische Determinante ist, 
ja sie kann als ein besonderer Fall der Hankeischen, der rekurrierenden 
Determinante aufgefasst werden. Wir wollen sehen, wie sich der 
Werth einer beliebigen zyklischen Determinante bestimmen lässt. 

Mögen «1 «2 . . . a„ die n Wurzeln (einschliesslich der Einheit) 
der binomischen Gleichung sein 

a;« — 1 = 
Dann multiplizieren wir unsere zyklische Determinante mit: 



D 



2 



1 «1 «1 

1 2 

1 Of« «2 



2 



1 CCn «n 



n— 1 

• • «1 

n — 1 

• • «2 



n—1 
. . CCn 



und setzen im Allgemeinen: 

Beachten wir, dass 
und daher: 



+ anX""-^ 



«»»= 1 






so ergiebt sich nach Ausführung des angedeuteten Produktes (Zeilen 
mit Zeilen verbunden gedacht): 
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A.I) = 



ai~V(ai)> a8~V(as)> 



n — 1 



9(««) 



CCn(p(cCn) 



== 9(«l) • • • 9(«n) 



... 1 



a 



1 «2 



• • • Cv< 



n 



n — 1 n — 1 n — 1 



C J\i(n— l)(n--2) 



und daraus: 



A = {- l)i 



(n-l)(n-2) 



SpK) • • • 9(«n) 



Diese Gleichung ist insofern bemerkenswerth, als sie die Be- 
rechnung der zyklischen Determinante von der Kenntniss der w-ten 
Wurzeln der Einheit abhängig macht. 

Man kann sie auch in Worten auslegen: 

Eine zyklische Determinante von der Ordnung n spaltet 
sich in n Faktoren, welche aus ihren Elementen mit Hilfe 
der n-ten Einheitswurzeln rational zusammengesetzt sind. 

Ein Verzeichniss über zyklische Determinanten gelieferter Arbeiten 
folge hier: 

Cremona, Intomo ad un teorema di Abel, Ann. da Tort. t. 7 (1856) 
[99—105]. 

Souillart, Note sur une däcomposition de carr^s. Nouv. ann. de math. 1. 19 
(1860) [320—3221 

Zehfuss, Anwendungen einer besonderen Determinante. Zeitschr. f. Math. 
7. Jahrg. (1862J [439— 445J. 

Stern, Einige Bemerkungen über eine Determinante. Joum. f. Math. 
Bd. 73 (1871) [374—380]. 

Minozzi, Sopra un determinante. Giom. di Batt. vol. 16 (1878) [148 — 151]. 

Glaisher, On the factors of a special form of determinant. Qu. J. vol. 15 
(1878) [347—366] 

Glaisher, On a special form of determinant, and on certain fonctions of 
n variables analogous to the sine and cosine. Qu. J. vol. 16 (1879) [16—33]. 

Scott, Note on a determinant theorem of Mr. Glaishers. Qu. J. vol. 17 
(1881) [129—132]. 

Muir, On new and recently discovered properties of certain Symmetrie 
determinants. Qu. J. vol. 18 (1882) [166 — 177]. 

Torelli, Sui determinanti circolanti. Acc. Napoli, Ren die. anno 21 (1882) 
[83—91]. 

Solche Determinanten begegnen uns in Fragen der Zahlentheorie 

und bei geometrischen Untersuchungen. 

Kummer, Memoire sur la th^orie des nombres complexes compos^s des 
racines de l'unit^ et de nombres entiers. Joum. de math. (Liouv.) b6t. 1. t. 16 
(1851) [377—498] S. 381. 
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Schütz, Untersuchungen über functionale Congruenzen (Inaug. Diss. 
GöttingenJ Frankfurt a. M. 1867. 

Diekmann, Einleitung in die Lehre von den Determinanten und ihrer 
Anwendung. Essen 1876. S. 62 ff. 

Bevor wir einige der Lehrsätze über zyklische Determinanten 
aussprechen, wollen wir bemerken, dass vielfach eine Umwandlungs- 
form unserer zyklischen Determinante als Zirkulante auftritt dergestalt, 
dass in ihr die Symmetrie der Elemente sich nicht auf die Haupt- 
diagonale, sondern auf die zweite Diagonale bezieht, und die erste 
Spalte die Elemente in der Folge a^, a«, a«--i, ..., a^ aufweist. 
Diese Zirkulante C kann natürlich nur im Vorzeichen von jener A 
verschieden sein. Wir werden jetzt noch eine Bezeichnungsweise 
einfahren. 

Im Zusammenhange mit der zyklischen betrachten wir diese andere 
Determinante: 



Ä'== 



«1 


(h 


«8 • • • 


an 


«» 


<h 


«4 . . . 


«1 


• 


«4 

• 


ag . .. 

• • • • 


»2 

• 


ttn - 


-»1 


— a^ ... 


— an 



welche man aus der zyklischen durch Einführung des Zeichenwechsels 
bei allen Elementen, die auf der unteren Seite der Nebendiagonale 
stehen, ableiten kann. Diese neue Determinante nennen wir eine 
schiefzyklische, denn es ist dieser Name für die höchstens im Vor- 
zeichen von Ä' abweichende Determinante gebräuchlich, die auf ent- 
sprechende Weise aus der Zirkulante C hervorgeht. 
Es gelten nun folgende Lehrsätze: 

1. Eine zyklische Determinante von der Ordnung (rm) 
ist mittelst einer zyklischen m*ter Ordnung ausdrückbar, 
in der jedes Element eine algebraische Summe ist von m**""^ 
Minoren r-ter Ordnung der gegebenen Determinante. (Torelli.) 

Der besondere Fall, der der Annahme r = 2 entspricht, bildet 

einen Lehrsatz von Glaisher. 

Glaisher a. a. 0. Qu. J. vol. 16 S. 30 f. Man vergleiche den Nachweis 
dieses Satzes durch Muir a. a. 0., Qu. J. vol. 18 S. 167 f. 

2. Eine schiefzyklische Determinante von der Ordnung 
(rm) lässt sich mittelst einer schiefzyklischen tw-ter Ord- 
nung ausdrücken, in der jedes Element eine algebraische 
Summe von w**"*^ Minoren r-ter Ordnung, enthalten in der 
gegebenen Determinante. 
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3. Eine zyklische Determinante von der Ordnung (2in) 
ist das Produkt einer zyklischen w-ter Ordnung in eine schief- 
zyklische derselben Ordnung m. (Scott.) 

Der Einfachheit wegen werden wir den Lehrsatz 1. nur für den 
Fall r = 2 beweisen. Der Nachweis kann dann ohne neue Schwierig- 
keit auf den allgemeinen Fall ausgedehnt werden. (Siehe Torelli a. a. 0.) 

Wir wissen^ dass die zyklische Determinante der Ordnung (2m) 
gleich ist: 

(_ l)"»-i/J(ai + a^Oi H h aama.*'"-"^ 

wo Off {% == 1, 2, . . . 2 w) eine beliebige Wurzel der binomischen Gleichung 

^2m= 1 

Bezeichnen wir mit 

Vi 0* = 1. 2, . . . m) 

die Wurzeln der Gleichung 

. af» = 1 

so werden die a,- zu zwei und zwei dem absoluten Werthe nach den 
Yvi gleich seiU; jedoch die eine das entgegengesetzte, die andere das- 
selbe Yorzöichen haben. Daher können wir schreiben: 

•m 

(- ir"'J7 («1 + «^>^+ • • • + ^m-^yf^^) X 

X («1 — % Vk/ H (HmVyF^^^) 

oder: 

m 

(- ir"'i7 K«i + ^ay^ + ^«y; + • • • + a,.-iy,— ^)« - 

— (»2 + 0^42/; + (^i^y) H h »8myr"')*M/] 

Erinnert man sich, dass yj» = 1 , so kann man den in Klammer 
mtgeschlossenen Theil in ein Polynom yerwandeln, geordnet nach 
Potenzen von y^ bis zur (m — l)-ten Potenz. Prüfen wir die ver- 
schiedenen Koeffizienten der Entwicklung. Wie sich leicht erkennen 
I&sst, werden diese Koeffizienten Summen von Minoren zweiter Ord- 
nung aus der gegebenen zyklischen Determinante sein. 

Wenn zum Beispiel i» ungerade ist, so wird der erste Koeffizient: 

(j^ + 2a^(Hm^x + 2a5aam-3 H h 2ama„4.;2 — 

— a^wi-fi — 2aOT— lOm-t-s — 2aTO— jöm4-5 — ' 2(A^(Hm 
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und wenn m gerade, wird im Gegentheil der erste Koeffizient: 
ai* + 2a^(hm-i + 2a^a2m-i H h 2a„,_ia«4.8 + a^m+i — 

und ein jeder dieser Ausdrücke stellt die algebraische Summe von 
Minoren zweiter Ordnung dar, die in der gegebenen Determinante 
enthalten sind. 

Eine entsprechende Beobachtung würde man nun mit Bezug auf 
die andern Koeffizienten machen können. 

Wenn man dann diese Koeffizienten mit P1P2 » - - Pm bezeichnet, 
so ergiebt sich für die gegebene zyklische Determinante, abgesehen 
vom Vorzeichen, der Werth: 



m 



jTJ Ol + P2yj H h Pmyf-'^) 



oder auch, es wird unsere zyklische Determinante die zyklische w-ter 
Ordnung, gebildet aus den Elementen p^ 

In ähnlicher Weise wird man mit der schiefzyklischen verfahren 
können und dann den Lehrsatz 2. erhalten. 

Wir werden nun gradewegs den Lehrsatz 3. erweisen. 

Setzen wir eine zyklische Determinante von der Ordnung (2 m) 
voraus: 



öl 



ttc 



a 



2 



a 



3 



a 



8 



a. 



(^m Ö^TO-j-l ötm-l-2 

ö^m-fl ötm-{-2 Clfm-\-S 



ai 



m 



a. 



a 



2 






Chm — 1 (^2 



m 



a^ 



m 



a. 



dm — l O, 



m 



0^2 m 
»1 

dm—i 
dm 

m 

d2 m — 1 



Wir fügen zur (m + l)-ten Zeile die erste hinzu, zur (m + 2)-teli 
die zweite und so weiter. Danach ziehen wir von der ersten Spalte 
die (m + l)-te ab, von der zweiten die (m + 2)-te und so fort. Es ist 
leicht zu bemerken, dass d^nn alle Elemente, die zugleich in den letzten 
m Zeilen und den ersten m Spalten enthalten sind, gleich Null werden. 
Damit verwandelt sich die Determinante der Ordnung (2 m) in das 
Produkt zweier Unterdeterminanten m-ter Ordnung, wovon die eine 
sich als eine zyklische Determinante darstellt, die andere als schief- 
zyklische Determinante. Setzen wir nämlich: 
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Oft + €im-\-l = ^1 
0^2 + ^m+3 = ^2 



^1 ötm-fl = Ci 

(^2 — ötm-t-3 = ^2 



SO erscheint dies Produkt in der Gestalt: 



0^2 m — ^ 



^2 
^8 



^2 



^8 



^m 



— C. 



— C 



2 



X 



h h h • 
63 64 65 . 



. Offi 

. 62 



Om ^1 ^2 * * ' ^'/» — 1 



Hiermit ist der Lehrsatz bewiesen. 

In der angeführten Arbeit von Torelli ist dieser Lehrsatz auf 
den Fall der Ordnung (rm) verallgemeinert. 

Wir wollen noch andere Betrachtungen über zyklische Determi- 
nanten hinzufügen, die dem genannten Aufsatze von Stern ent- 
nommen sind. 

Wir bezeichnen mit 

Ä^ Ä^ ' " An 

die algebraischen Komplemente der Elemente a^a^ - . - (tny die die 
erste Zeile einer zyklischen Determinante C von der Ordnung n 
darstellen. 

Dann gelten augenscheinlich die Gleichungen: 

ai JLi + a^Ä^ H 1- anÄn = C 

a^Ä^ + a^Ä^ -j f- a^Än = 

• • • • • m • 

ünA^ + a^A^ -j [- an-^iAn = 

und daraus erhält man durch Summation: 

(ö^i + »2 H h ö^n) (^1 + A H h ^n) = G. 

Wenn man nun daran denkt, dass C sich als das Produkt sämmt- 
licher Faktoren nach Art von: 

darstellen lässt, wobei a eine w-te Wurzel der Einheit bedeutet (die 
Zahl 1 selbst inbegriffen), so leuchtet ein, dass die Minorensumme 
^j -f- ^2 -f" • • • + -^ nichts andres ist, als das Produkt aller Faktoren 
der eben bezeichneten Form, aber unter Ausschluss des Falles a = 1. 
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Wir können folgenden Lehrsatz beweisen: 

Sind a^ ... an ganze Zahlen von der Beschaffenheit^ dass 

a = a^ -f- ttj -f- • • • -f- a» = 
so ist der Ausdruck 

Ä = Ä, + Ä, + ''^ + Än 

durch n theilbar. 

und wirklich kann man zumchst sofort erkennen^ dass das 
algebraische Komplement J.^ des Elementes a^ , welches in der ersten 
Zeile erscheint, genau gleich ist demjenigen von a^ , das in der zweiten 
Zeile steht und so fort, das heisst, die n Minoren der Ordnung (n — 1) 
sind zu je n unter einander gleich. 

Danach wird die Abgeleitete von C in Bezug auf ein Element 
ür gleich dem mit n multiplizierten algebraischen Komplement von ary 
als Element der ersten Zeile angesehen^ also 

*" n dar 
und weil 

C=a.Ä 
so ergiebt sich 

dC A X ^^ 

Cdr OOfr 

und daraus 






Ist a = , dann wird Ar = Ag für jede beliebige Kombination 
der Indices r und 8, also: 

n 

und weil Ar augenscheinlich eine ganze Zahl ist, wenn die a^ . , ,an 
ganze Zahlen sind, so erföhrt man, dass A durch n theilbar ist. 

Beachtung verdient auch diese weitere Bemerkung über zyklisdhe 
Determinanten. 

Das Produkt zweier zyklischen Determinanten der- 
selben Ordnung lässt sich wiederum als zyklische darstellen. 
(Souillart.) 

Zum Beweis dieses Lehrsatzes genügt es, die Gestalt der einen 
von beiden zyklischen Determinant^i abzuändern, nämlidi in ihr an 
zweiter Stelle die letzte Zeile zu setzen, an dritter Stelle die vor- 
letzte und so fi>rt, also die Ordnung der Z^en von der zweiten be- 
ginnend umzukehr^. 
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Dann lauten die beiden zyklischen Determinanten: 



und: 



Ol «2 *8 • • • ^»-1 ^«* 



»2 % ^4 



an 



«1 



dn <h ^2 • • • ^«—2 ö^n — 1 



= -4 



&! 62 *8 • • • ^n-1 ^» 
6„ &! 62 • • • ^n— 2 &n— 1 



= (_l)i(«-l)(n-2)jB^ 



&2 &3 64 . . . 6n &i 

Das zeilenweis gebildete Produkt von A und B wird danach: 



^.:B = (— l)i(*-^)('-^) 



wobei: 



^1 = 

C2 = 
^8 = 



«1*1 + 0^2*2 + 
»2*1 + «8*2 + 
«8*1 + «4*2 + 



C^ Cg ... Cj 

^n ^ • • • ^ — 1 
• • + OnK 

— (- a^bn 
' ' + a^bn 



Das Zeichen wird + ; wenn n von der Form (4jp + 1) oder 
(4^ + 2) ist und wird — , wenn n die Formen 4p , (4^ + 3) annimmt. 

Die mit der zyklischen B vorgenommene Verwandlung kommt 
damit überein^ die auf die erste folgenden Zeilen der Art zu bilden^ 
dass man die Elemente im umgekehrten Sinne vertauscht^ dem 
gegenüber wie sie in A vertauscht worden sind. 



8 21. Determinanten von Puohta und Noether. 

Wir schreiten zur Betrachtung von gewissen anderen und zwar 
besonderen symmetrischen Determinanten^ die durch Puchta und 

Noether untersucht worden sind. 

Puchta, Ein Determinantensatz und seine Umkehrung. Akad. Wien, 
Denksohr. 38. Bd. 2. Abth. (1878) [216— 221]. 

Noether, Zur Theorie der Thetafanktionen von beliebig vielen Argumenten. 
Math. Ann. Bd. 16 (1860) [270—344]. Siehe § 16 [322—326]: Eine besondere 
Klasse von Determinanten. 

Noether, Notiz über eine Klasse symmetrischer Determinanten. Math 
Ann. Bd. 16 (1880) [661—666]. 
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Puchta, Ein neuer Satz aus der Theorie der Determinanten. Akad. Wien, 
Denkschr. 44. Bd. 2. Abth. (1882) [277—282]. 

Muir, a. a. 0. Qu. J. vol.-lS (1882) [166—177] Art. 6—8 S. 169—172. 

Solche Determinanten werden in ihrer einfachsten Form folgender- 
maassen dargestellt. 

Es sind Determinanten von der Ordnung 2^ und ihre Elemente 
ars befriedigen überdies für jedes Je ^fi und für r, s ^ 2* die 
Gleichungen 

wobei die Indices mod. 2* reduziert werden. 

Eine derartige Beziehung zwischen den Elementen bewirkt, dass 
die Matrix dieser Determinanten sich aus vier quadratischen ]ld!atrices 

Ä B 

B A 

zusammensetzt, dergestalt also, dass die, welche sich in diagonaler 
Bichtung entsprechen, gleich sind und dass überdies jede dieser 
quadratischen Matrices eine Determinante vorstellt, welche ihrerseits 
an derselben Eigenthümlichkeit Theil hat, die die gesammte Determi- 
nante geniesst. Es lässt sich diese Betrachtung fortsetzen. 
Die Gestalt einer solchen Determinante ist die folgende: 



J = 



a^ a^ a^ a^ 

«2 ^1 ^4 ^3 

«8 «4 ^1 ^2 

a^ «3 «2 Ol 

0^5 ^6 ^ «8 

ag ag «8 a^ 

«7 0^8 »5 0^6 

»8 <h »6 «5 



ag ttß Orj ag 

ag ag ag a^ 

«7 0^8 0^5 «6 

«8 ^ ^6 % 

^1 ^2 ^ ^4 

ag a^ a^ o, 

^3 ^4 ^1 ^2 

«4 ^ ötg «1 



In der zweiten der oben angeführten Arbeiten von Puchta und 
in der zweiten Noethers verallgemeinern die Verfasser diese Deter- 
minantenform noch und stellen so Determinanten her von der Ordnung 
(n^ ng . . . n^) , deren Bildung der soeben angezeigten ähnlich ist. 

Wir wollen den wichtigen Lehrsatz beweisen: 

Die Determinante ^ lässt sich als Produkt von 2^ Fak- 
toren darstellen, die in den Elementen a linear sind. 
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Wirklich erhält man für eine Determinante zweiter Ordnumg 



a, öj 



= al—al = (aj — a^) (a^ + a,) 



Eine Determinante 4-ter Ordnung erföhrt, wenn wir zur dritten 
Zeile die Elemente der ersten Zeile hinzufügen und zur vierten die 
Elemente der zweiten und danach von den Elementen der ersten Spalte 
die der dritten abziehen^ von den Elementen der zweiten Spidte die 
der vierten, eine Umwandlung in die neue Form: 



oder auch: 



a. 



a 



2 



— ~— 


«X 


a, 




o* 




«4 


«1 




«8 



























a 



8 



a. 



a. 



a 



s 



a. 



Og % — a^ 



a 



2 



a. 



«1 — «3 



«2 + ^4 «1 + «8 



ö^l + «3 «2 + 0^4 



«2 + a^ ai + a3 

Man sieht daher, dass die Determinante vierter Ordnung sich auf 
das Produkt zweier Determinanten der zweiten Ordnung zurückführen 
las st, die auf gleiche Weise gebildet sind. Für die Determinante 
vierter Ordnung ist also unser Lehrsatz bewiesen. Man erkennt jedoch 
leicht, dass man dasselbe für einen beliebigen Fall durch ein ähnliches 
Verfahren nachweisen kann, insofern nämlich stets die Determinante 
sich in der Weise umwandeln lässt, dass das gesammte quadratische 
Feld in der unteren und linken Hälfte des Schemas aus Elementen 
Null bestehend erscheint, und die beiden anderen Theilfelder, das 
obere zur Linken und das untere zur Rechten, Determinanten der 
halben Ordnungszahl werden, die jedoch in ihrer Bildung der vorge- 
legten Determinante ganz gleichartig sind. Damit ist dann der Lehr- 
satz im Allgemeinen erwiesen. 

Dieselbe Eigenschaft bleibt auch gewahrt bei den ähnlichen imd 
viel allgemeineren Determinanten (nämlich nicht nur von der Ord- 
nung 2^), wie sie von den oben genannten Verfassern untersucht 

worden. 

Es folge hier eine andere Eigenthümlichkeit der besprochenen 

Determinanten, die leicht zu erkennen ist: 

Die algebraischen Komplemente zweier gleichen Ele- 
mente innerhalb einer solchen Determinante sind auch 
gleiche Determinanten, und mithin ist die zugehörige rezi- 
proke Determinante wiederum eine Determinante dersel- 
ben Art. 

Pascal, Determinanten. 6 
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Und überdies: 

In einer Determinante von der angezeigten Art sind die 
komplementären Minoren mit der halben Ordnungszahl^ ab- 
gesehen vom Vorzeichen, stets unter einander gleich. 

Die erstere dieser beiden Eigenschaften ist ihnen mit den zyklischen 
Determinanten gemeinsam. 

Es sind andere Detenninanten untersucht worden, deren Bildung 
viel Entsprechendes zu denen Noethers aufweist. 

W. Voigt behandelt auf dem Gebiete der Physik in einem Auf- 
satze Determinanten der Ordnung (2n) und zwar der Beschaffenheit, 
dass ihre Elemente in den Beziehungen stehen: 

(hk,2X = (hk — l.iX—l 

Für w = 2 erhält man dann zum Beispiel eine Determinante 
folgender Gestalt: 

a b c d 

b — a d — c 

e f g h 

f —e h —g 

Es wird der Nachweis erbracht, dass eine solche Determi- 
nante die Summe von zwei Quadraten ist. 

Den nämlichen Gegenstand betreffend kann man auch eine Arbeit 
von Drude und eine Mittheilung von Baltzer vergleichen. 

Gegenbauer behandelt in zwei Noten andere, diesen entsprechende 
Determinanten und zwar findet er eine, die der Summe eines Qua- 
drates und eines dreifachen Quadrates gleich kommt, und,eine andere, 

die sich als Summe von vier Quadraten darstellt. 

Voigt, Allgemeine Formeln für die Bestimmung der Elasticitätskonstanten 
von Kry stallen u. s. w. Annalen der Physik und Chemie (Wiedemann) Neue 
Folge, Bd. 16 (1882^ [273—321, 398—416] S. 314. 

Drude, Ein Satz aus der Determinanten theorie. Ges. d. Wiss. Göttingen 
Nachr. (1887) [118—122]. 

Baltzer, t5l)er einen Satz aus der Determinantentheorie. Ges. d. Wiss, 
Göttingen Nachr. (1887) [389—391]. 

Gegenbauer, Note über Determinanten. Akad. Wien, Ber. Bd. 96. Abth. 2 
(1887) S. 6 — 7 ; Über eine specielle Determinante. Ebenda S. 489 f. 

Die hier besprochenen Determinanten (wir nannten sie nach 
Puchta und Noether) sind in gewisser Weise verwandt mit den 
zyklischen. Wie diese, besitzen auch sie die bemerkenswerthe Eigen- 
schaft, sich in ein Produkt von soviel rationalen linearen Faktoren 
zerlegen zu lassen, als ihre Ordnungszahl es angiebt. 
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Man wird viel allgemeinere Determinanten imtersuchen können, 
die als besondere Arten sowohl die zyklischen, als die in diesem 
Paragraphen behandelten in sich begreifen werden. 

Stellen wir uns n Grössen vor und eine Gruppe von Substitu- 
tionen mit Bezug auf diese Grössen, eine Gruppe, die nur n Sub- 
stitutionen enthalte; das heisst, wie man sich in der Lehre von den 
Substitutionen ausdrückt, ihre Ordnung und ihr Grad seien einander 
gleich. Dann ordnen wir auf eine erste Zeile die n Elemente, auf 
die andern Zeilen vertheilen wir dieselben Elemente, nur in fort- 
laufender Reihe den Substitutionen der Gruppe gemäjss vertauscht. 
Auf diese Weise gelangt man dazu, eine Determinante herzustellen, 
die im besonderen Fall die zyklischen und die von Puchta und Noether 
aus sich hervorgehen lässt. 



§ 22 — 24. Über Detenninanten, die aus Minoren einer andern 

gebildet sind. 

§ 22. Lehrsätze von Spottiswoode (Sylvester) und Franke. 

Wir haben gesehen, wie die zu einer vorgelegten Determinante 
reziproke mit Hilfe der algebraischen Komplemente zu den Ele- 
menten der gegebenen Determinante (also der Minoren (w — l)-ter 
Ordnung) gebildet wird (Siehe § 8), und es ist femer deutlich ge- 
worden, dass einfache Beziehungen zwischen der reziproken und der 
gegebenen Determinante bestehen und desgleichen zwischen den Minoren 
der reziproken und denen der gegebenen. 

Nun geht eine ganz natürliche Verallgemeinerung dieser Betrach- 
tung darauf aus, sich mit Determinanten zu beschäftigen, die nicht 
mehr allein tius Minoren der Ordnung (n — 1) gebildet sind, sondern 
aus Minoren von beliebiger Ordnung. 

So gestaltete Determinanten, die zusammengesetzten Determinanten 
(Compound determinants) sind von einer grossen Zahl von Schrift- 
stellern behandelt worden. 

Es folge hier, der Zeit nach geordnet, ein Bericht über die Lite- 
ratur dieses Gegenstandes, soweit seine Eröi-terung uns in diesem Para- 
graphen und den folgenden bis einschliesslich § 25 beschäftigen wird. 

Cauchy in der oben S. 25 angeführten Abhandlung vom Jahre 1812 theilt 
den ersten der Lehrsätze mit, die im Folgenden abgeleitet werden. Joum. de 
IMc. pol. cah. 17 S. 102. 

Die Hauptsätze dieses Lehrgebiets sind zuerst, a]lerdin^ ohne Beweis, durch 
Sylvester bekannt gegeben worden. Sie erscheinen in der von ihm ausgebil- 
deten und als Werkzeug der Forschung hochbewertheten Schreibweise der 
umbral notation. 



34 Theil 11: § 22. Determinante aus Mmoren emer gegebenen. 

Sylvester, Qn the relation between the minor determinants pf linearly 
equivalent quadiutic fanctions. Phü. Mag. ser. 4 vol. 1 (1861) [295—305]. 

Verbesserungen zu diesem Abdruck giebt der Verfasser im Cambr. Dubl. 
math. Joum. vol. 8. S. 62. 

Spottiswoode, Elementary theorems relating to determinants. Joum. 
f. Math. Bd. 61 (1866) [209— 271. 328—381], darin § 10. On Compound deter- 
minants [350 — 372]. Dieser Abhandlung (geschrieben 1853) war im Jahre 1^61 
unter gleichem Titel eine gesondert erschienene Schrift vorausgegangen, 

Janni, G., Nota sopra i determinanti minori di un dato determinajite. 
Giom. di Batt. vol. 1 (1863) [270-276]. 

Franke, Über Determinanten aus Unterdeterminanten. Joum. f. Math. 
Bd. 61 (1863) [350—356]. 

Borchar dt, Anmerkungen zum eben genannten Auf satze Frankes, ebenda 
S. 353 und 356, wieder abgedruckt in ßorchardts Werken [479—482]. 

Reiss, Beiträge zur Theorie der Determinanten. Leipzig 1867. 

Mit einer der Sylvester sehen ähnlichen Bezeichnungs weise und auf Qrund 
einiger Sätze über Determinantenerweiterung (Ränderung) wird hier die Lehre 
von den zusammengesetzten Determinanten aus einem Gesichtspunkte wesent- 
licher Verallgemeinerung behandelt und in einem Anhange auf ihre fruchtbare 
Anwendung im Gebiete der Geometrie hingewiesen. 

D'Ovidio, Nota sui determinanti di determinanti. Acc. Tor. vol. 11 
(1875r-76) [949—966]. 

D'Ovidio, Addizioni alla nota sui determinanti di determinanti. Acc. Tor. 
vol. 12 (1876—77) [331—333]. 

Picquet, Sur les determinants dont les ^l^ments sont teus les mineurs 
possibles d'ordre donn^ d'un d^terminant donn^. C. R. t. 86 (1878) [310—312]. 

Picquet, a. a. 0. Siehe oben S. 55, Joum. de T^c. pol. cah. 45 t. 28 (1878) 
[201—243] S. 207 ff. 

Frobenius, Über die schiefe Invariante einer bilinearen oder quadratischen 
Form. Joum. f. Math. Bd. 86 (1879) [44—71], in § 3 Sylvesters Determinanten- 
satz S. 63 f 

Sylvester, Sur des determinants compos^s. Journ f. Math. Bd. 88 (1880) 
[49—67] S. 61. 

Borchardt, Remarque relative au memoire de M. Sylvester sur les deter- 
minants compos^s. Joum. f. Math. Bd. 89 (1880) [82 — 85], wieder abgedruckt 
in Borchardts Werken [494— 497J. 

Hunyady, Sätze, welche sich auf Determinanten beziehen, deren Elemente 
aus den Elementen adjungierter Systeme zusammengesetzt sind. (Magyarisch.) 
Budapest firtek. Bd. 7. (1880) Nr. 19 [1—27]. , 

Scott, On Compound determinants. London Math. Soc. Proc. vol. 14 
(1882—83) [91—102]. 

Barbier, Sur une formule de Lagrange ddjä generalisee par Cauchy. 
Nouvelle generalisation. CR. t. 96 (1883) [1845—1849]. 

Barbier, Generalisation du th^or^me de Jacobi sur les determinants partiels 
du Systeme adjoint. C. R. t. 97 (1883) [82—85]. 

Van Velzer, Compound determinants. Amer. Joum. vol. 6 (1884) [164 — 172]. 

D'Ovidio, Altra addizione alla nota »sui determinanti di determinanti^. 
Acc. Tor. vol. 26 (1890— 91) [131—133]. 

Netto, Zwei Determinantensätze. Acta math. Bd. 17 (1893) [199—204]. 

Musso, Sui determinanti reciproci. Giom. di Batt. vol. 31 (1893) [201 — 209]. 

In letzterem Aufsatze ist der Verfasser aas Unbekanntschaft mit den voran- 
gegangenen Untersuchungen zu einem nur unvollständigen Lehrsatze gelangt, er 
hat dann in einer zweiten Veröffentlichung über denselben Gegenstand haupt- 
sächlich die Arbeiten von D'Ovidio verwerthet. 

Musso, Ancora sui determinanti reciproci. Giorn. di Batt. vol. 32 (1894) 
[81—85]. 
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Frozen in 8, Über das Trägheitsgesetz der quadratischen Formen. Math. 
Mitth. Sitzber. Berlin 1894 [79— 94, 136—169] in § 1 Sylvesters Determinanten- 
satz S. 80—83 = Akad. Berlin. Ber. 1894 [241—266, 407—431] § 1 S. 242 ff. 
Wied« abgedruckt in Jonm. f. Math. Bd. 114 (1896) [187— '230] § 1 S. l«9ff. 

NetiOv, Erweiterung des Laplaceschen Determinanten -Zerlegungssatzes. 
Joum. f. Math. Bd. 114 (1896) [346—352]. 

Igel, Beweis einiger Determinantentheoreme von Sylvester. Monatsh. 
f. Math. 9. JFahrg. (1898) [47—64]. 

Bezeichnen wir die Binomialzalilen durch das Symbol 



(:)- 



n(n — 1) • • • (n — m -{- 1) , v 



2 



1 2 ... w ^ >"» 

SO gehören zu einer Determinante D von n-ter Ordnung 

Minoren der Ordnung m < w. Denn ein Minor m-ter Ordnung ent- 
steht ja, wenn wir m horizontale und m vertikale Beihen auswählen. 
Nun können wir die m horizontalen Reihen auf genau ebensoviel 
verschiedene Weisen wählen, wie die m vertikalen Reihen; die Anzahl 
der möglichen Wahlergebnisse ist in beiden Fällen der Binomial- 
koeffizient (t*)^. 

Wir bilden mit diesen (n)m Minoren als Element^i eine Deter- 
minante, deren Ordnung wiederum diesem Binomialkoeffizienten gleich 
kommt. Auf dieselbe Zeile setzen wir alle die Minoren, die mittelst 
derselben m Zeilen vofi D hergestellt sind, und auf dieselbe Spalte 
diejenigen, zu deren Bildung dieselben m Spalten von D Verwendung 
fanden. 

Wir können diese Elemente in solcher Anordnung voraussetzen, 
dass auf der Hauptdiagonale der neuen Determinante die Hauptminoren 
m-ter Ordnung der gegebenen erscheinen; dann erkennt man leicht 
rücksichtlich der Herkunft konjugierter Elemente die Richtigkeit der 
folgenden Beschreibung. Wenn das Element in der neuen Determi- 
nante, welches seine Stellung gemäss den Indices r, s einnimmt, der 
Minor ist, der durch die Zeilen mit Ordnungszahlen Ij^l^ , . ,lm und 
die Spalten mit Ordnungszahlen c^c^ . - . Cm gebildet wurde, so wird 
das Element, das die Stelle mit den Indices s, r erhält, aus den Zeilen 

^1 ^2 • • • ^m ^^^ ^®^ Spalten l^l^ , » .Im entstanden sein. 

Um zu einer bestimmteren Vorstellung über die Anordnung der 
Elemente zu gelangen, dürfen wir annehmen, dass innerhalb der ersten 
Zeile zunächst alle Minoren gerader Klasse und dann in der Folge 
alle der ungeraden Klasse angehörenden aufzureihen sind. Es wird 
dann leicht ersichtlich, dass die Matrix in vier Abtheilungen zerlegt 
werden kann, in zwei quadratische, welche durch die Hiiuptdiagonale 
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halbiert werden, und zwei rechteckige, dergestalt, dass im ersten Qua- 
drate, dem oberen zur Linken, lauter Minoren gerader Klasse sich be- 
finden, im unteren Quadrate, auf der rechten Seite, wiederum sämmt- 
liche Minoren der geraden Klasse angehören und dass in den beiden 
Rechtecken, dem oberen zur Rechten und dem unteren zur Linken, 
nur Minoren ungerader Klasse vorkommen. Diese sind denmach in 
s Zeilen und s Spalten vertheilt, deren s^ Schnittpunkte Minoren 
der geraden Klasse entsprechen. 

Wir dürfen willkürlich annehmen, dass die Minoren der ungeraden 
Klasse in dieser Determinante mit negativem Zeichen auftreten oder 
auch mit positivem Zeichen gleich den andern. Der Werth der De- 
terminante wird in jedem Fall derselbe sein, ob nun in dem einen 
oder anderen Sinne Verfügung getroffen wird, da ja eine Determinante 
unverändert bleibt, wenn man die Vorzeichen bei den Elementen 
ändert, die auf s Zeilen stehen und zugleich bei denen, die sich auf 
s Spalten befinden, aber nicht bei denen, welche die Schnittstellen 
dieser s Zeilen und s Spalten einnehmen. 

Wir wollen die so gebildete Determinante Dm nennen. 

Auf ähnliche Weise können wir die Determinante Dn—m her- 
stellen und in dieser die Elemente so vertheilen, dass in Dm und in 
Dn^m die komplementären Minoren von D homologe Stellen ein- 
nehmen. 

Bei einer dieser beiden Determinanten werden wir das Zeichen 
der Elemente, die Minoren ungerader Klasse sind, ändern und dann 
das Produkt von Dm in Dn—m bilden. 

Es ist leicht einzusehen^ dass in dem Produkte alle Elemente, 
mit Ausnahme derer, die die Haaptdiagonale der Produktdeterminante 
bilden, verschwinden. Und zwar folgt dies nach dem Lehrsatze, dass 
die Summe der Produkte in m Reihen enthaltener Minoren in die 
algebraischen Komplemente der entsprechenden Minoren, die m paral- 
lelen Reihen angehören. Null ist. (Siehe S. 19.) Die Elemente der 
Hauptdiagonale im Gegentheil werden sämmtlich der vorgelegten De- 
terminante D gleich. Also dürfen wir schliessen: 

AJm • -*^n — m — ±J^ ' 

Dies Ergebniss findet sich bei Cauchy in seiner Abhandlung 
vom Jahre 1812. 

Beachten wir, dass Dm sowohl als Dn—m ganze Funktionen der 
Elemente von D sind, und D, solange es eine allgemeine Determi- 
nante vorstellt, nicht in Faktoren zerfallen wird, die als ganze ratio- 
nale Funktionen seiner w^ Elemente anzusehen wären, so erkennen 
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wir, dass die vorangehende Beziehung nur dann bestehen kann, wenn 
jeder der Faktoren des ersten Gliedes der Gleichung seinerseits eine 
Potenz von D ist. 

Zu bestimmen, mit welcher Potenz von D der Faktor Dm über- 
einkommt, bedarf es nur eines Blickes auf die Gradzahl eines beliebigen 
Gliedes von Dm- 

Nun geht jedes Glied von Dm aus (n)m Faktoren hervor, von 
denen ein jeder den Grad m besitzt, folglich gehört zu einem beliebigen 
Gliede von Dm die Gradzahl: 

/w\ n(n — 1) • • f (n — m + 1) 



(w\ n{n — 1) • • f (n — 
m) 1 2 . . . (w — 



1) 



während in D ein jedes Glied vom Grade n ist. Mithin wird 2>, 
gleich sein der Potenz 

n \nij 



von D, also: 
und folglich auch: 



Dm = d(^-^^ 



Um sich zu überzeugen, dass diese Gleichungen auch dem Vor- 
zeichen nach bestehen müssen, genügt es, in D für alle Elemente, 
mit Ausnahme der Hauptelemente, den Werth Null vorauszusetzen. 
Dann verschwinden auch in Dm all© Elemente bis auf die Haupt- 
elemente, und die beiden Glieder der Gleichung werden ohne Weiteres 
im Werthe und im Zeichen gleich. 

Wir können daher sagen: 

Ist eine Determinante D von w-ter Ordnung vorgelegt, 
und bildet man in der angezeigten Weise die Determinante 
der Ordnung (w)m; deren Elemente die sämmtlichen Minoren 
m-ter Ordnung der gegebenen Determinante sind, so erhält 
man eine Determinante, die die Potenz {n — l)m— i der ge^ 
gebenen darstellt. (Spottiswoode, — Sylvester.) 



Dieser Lehrsatz ist in der oben angeführten Abhandlung von 
Spottiswoode (1856) ausdrücklich erörtert worden, neben ihm findet 
dort der vordem von Sylvester ausgesprochene allgemeine Determi- 
nantensatz Erwähnung, den wir in § 23 darlegen werden. Wenige 
Jahre später (1863) tritt in dem Frankeschen Aufsatze der uns vor- 
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liegende Satz wie ein neues Ergebniss auf und Borchardt fügt die 
Bemerkung hinzu, er sei als besonderer Fall eines Sylvesterschen 
Satzes aufzufassen, womit ersichtlich auf jene allgemeinere Sylvestersche 
Formel, die wir im folgenden Paragraphen mittheilen werden, ange- 
spielt ist. Später ist der nämliche Lehrsatz noch ein zweites Mal 
und zwar durch D'Ovidio (1876) als neu veröffentlicht worden. Doch 
liat bald darauf dieser Verfasser in einer ergänzenden Notiz erklärt, 
dass Spottiswoode das Verdienst der ersten Mittheilung gebühre. 
Sylvester bekundet dann im Jahre 1880 in einer Anmerkung, der 
gedachte Satz sei in seinem Aufsatze von 1851 enthalten. Danach 
hat Barbier (1883) einen besonderen Fall unseres Lehrsatzes mit 
dem Anspruch des Neuen veröffentlicht und D'Ovidio hierauf wiederum 
(1890) in einer wesentlich geschichtlichen Anmerkung Bezug genommen. 
Die Vorarbeiten, die diesem Gegenstande gewidmet worden sind, 
haben demnach das eigenthümUche Schicksal gehabt, wiederholentUch 
unberücksichtigt zu bleiben, wiewohl die Determinantenforschung derzeit 
mit vorwiegendem Interesse sich auf dem Gebiete der aus Minoren 
einer gegebenen Determinante zusammengesetzten Systeme bethätigte. 



Wie man sieht, schliesst dieser Lehrsatz als besonderen Fall den 
über die reziproken Determinanten (Siehe S. 32) in sich. 

Wir wollen nunmehr untersuchen, ob hier auch ein entsprechender 
Lehrsatz zu dem zweiten, den wir im Fall der reziproken Determi- 
nante gefunden haben, sich aufsteUen lässt, und der dort den Werth 
eines Minors der reziproken Determinante aus den Minoren der 
vorgelegten zu- bestimmen erlaubte. 

Um ganz bestimmte Vorstellungen zu erwecken und um die Dar- 
legung deutlicher zu gestalten, ist es bei weitem besser, wenn wir 
einen besonderen Fall voraussetzen und an diesem unser Verfahren 
ausführen. Dasselbe ist, wie man leicht erkennt, von der Art, dass 
es stets auf einen umfassenderen Fall ausgedehnt werden mag. 

Es sei die Determinante D von 4-ter Ordnung und m = 2. Die 
1)eiden Determinanten Dm und Dn—m werden von 6-ter Ordnung sein. 
Die Minoren Ä^'^\ das heisst die Elemente von D^ bezeichnen wir mit 



G h), 



indem wir unter (ij), Qch) beziehungsweise die beiden Indices der 
Zeilen und der Spalten verstehen, die an der Bildung des Minors be- 
iheiligt sind. 

Danach wird die Determinante D^ sich darstellen in der Gestalt: 
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W 



A = 



(II) (^t) © (I!) Gl) ai) ■ 

/23\ /23\ /23\ /23\ /23\ /23\ 
U2; 1,23^ \S4) [U) [is) [24) 

© (il) öö (?ö (?^) (it) 
(!Ö ® (y) (lö (19 (^Ö 

(II) (© (M) Q (lö (^ö 
(?l) (is^) (iö (?ö (?l) (il) 

Die Determinante Dn—m ist dieselbe wie 2>j, wobei jedoch die Ord- 
nung aller Elemente in angemessener Weise geändert erscheint, nämUch: 

(S) (?1) {fi) (II) (ä) (ä) 

(34) (14) (12) (23) (24) (13) 

(^) (!!) (11) (i) Q (11) 

/23\ /23\ /23\ /23\ /23\ /23\ 
V34; \U) \X2) \2%) \2A) \\%) 

(ä) (?1) (?ö (g) (II) (!ö 
(© (It) (II) (i) (^^) (II) 

Wir wollen nun einen beliebigen Minor von Dj betrachten und 
zwar wollen wir dazu im Besonderen den ersten Hauptminor 3-ter 
Ordnung wählen und diesen, wie folgt, schreiben: 

(II) (® (M) (1!) (II) Q 



D._« = D.' = 



N 



/23\ /23\ /23\ /'23\ /23\ /23\ 

\\2) \2Z) \u) \u) \n) V24;. 

(!^) (ä) (lö (?t) (S) (H) 












1 




















1 
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Auf solche Art ist der gedachte Minor in die Form einer Deter- 
minante 6-ter Ordnung, D^ entsprechend, übergeführt. Wir multi- 
plizieren ihn mit J)/, nachdem in D^ bei allen Elementen, die Minoren 
ungerader Klasse yorstellen, die Zeichen geändert worden. Demnach 
haben Zeichen Wechsel erfahren die Elemente der Stellen: 

15, 16, 



25, 


26, 


35, 


36, 


45, 


46, 


51, 


61, 


52, 


62, 


53, 


63, 


54, 


64. 



Fuhren wir nun die Multiplikation nach Zeilen aus, so ergiebt sich: 

D 
I> 
i) 

(23) (23J (23) (23) (23) (23) 

(24) (24) (24) (24) (24) (24) 

(13) (13) (13) (13) (13) (13) 
und dies ist gleich: 

(23) (23) (23) 

(24) (24) (24) 

(S) ©) (iö 

Also lautet das Ergebniss in Worten: Das Produkt des Minors 3-ter 
Ordnung N, den wir hervorgehoben, und der Determinante Dn—m ist 
gleich der dritten Potenz von D, multipliziert mit dem Komplement 
des zu N homologen Minors in der Determinante Dn—m- Unser Ver- 
fahren, das nur die angemessene Erweiterung des fiir den entsprechenden 
Fall der reziproken Determinanten angewandten darstellt (Siehe § 8), 



D». 
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ist durchaus allgemein und man erkennt daher^ dass der Lehrsatz aus- 
gesprochen werden kann: 

Das Produkt eines Minors N^^ von Jc-ter Ordnung aus 
der Determinante Dm mit Dn—m ist gleich der Ä-ten Potenz 
Yon Df multipliziert mit dem algebraischen Komplemente 
des homologen Minors zu N aus Dn—m* 

Also ist: 



wenn wir mit 









das Komplement des homologen Minors zu N in Dn—m bezeichnen. 
(Die eckige Klammer mag dabei zu leichterer Unterscheidung von 
Potenzexponenten die Ordnung der Unterdeterminante andeuten helfen.) 
Wir wissen weiter, dass: 

7) = 7)V »» ) 
und daher ergiebt sich: 

Hieraus erhellt der Lehrsatz: 

Ein Minor N von Dm lässt sich als Produkt darstellen, 
in welchem eine gewisse Potenz von D mit dem algebraischen 
Komplement des zu N homologen Minors in Dn—m multi- 
pliziert erscheint. (Dies der Lehrsatz von Franke in dessen oben 
angeführter Abhandlung.) 

Über die Beziehung dieses Lehrsatzes von Franke zu dem Jacobischen 
Satze von den Minoren der reziproken Determinante siehe Eeiss a. a. 0. S. 50 
und Kronecker, Die Subdeterminanten symmetrischer Systeme. Ak. Berlin Ber. 
Juni— Dec. 1882 [821—824]. Wieder abgedruckt in Kroneckers Werken Bd. 2 
£391—396]. 



S 23. Weitere Lehrsätze: von Sylvester, D*Ovidio und Anderen. 

An diese beiden grundlegenden Lehrsätze gliedert sich eine grosse 
Zahl anderer Lehrsätze an, die von verschiedenen Schriftstellern auf- 
gefunden sind und zu deren Erörterung wir jetzt schreiten. 

Wir bilden eine Determinante jd der Ordnung (n)m- Es 
sollen deren Elemente die Produkte der homologen Elemente 
aus den beiden Determinanten Dm und Dn—m sein. Wir 
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macheB hierbei über diese Determinanten die Annatm*, flas« 
ihre homologen Elemente komplementäre Minoren von D 
sind und dass in einer Ton beiden Elemente, die Minoren 
ungerader Klasse yorstellen, mit verändertem Vorzeichen 
geschrieben stehen. Eine solche Determinante ^ ist gleich 
einem Vielfachen von D. (D'Ovidio). 

Und wirklich ergiebt sich, wenn man in derselben zur ersten 
Spalte alle die andern hinzufügt, eine Spalte, deren sämmtliche Ele- 
mente gleich D sind, mithin erscheint die Determinante durch D 
theilbar. 

Wenn man, bevor /l gebildet wird, bei einer der Determinanten 
Dm,Dn—m die Zeilen derart vertauscht, dass wenigstens eine Zeile 
auf ihrem Platze bleibt, so ist das Ergebniss dasselbe, weil man doch 
bei Anwendung des nämlichen Verfahrens in der ersten Spalte ent- 
weder Elemente Null oder Elemente D erhält; behält im Gegentheil 
keine einzige Zeile ihre ursprüngliche Stelle bei, dann tritt augenfällig 
für die fraglichen Elemente der Werth Null auf, das heisst, es wird 
dann ^ selbst verschwinden. 



Innerhalb der Determinante D wollen wir X Zeilen und A Spalten 
durch unsere Aufmerksamkeit auszeichnen: es sei Dxx der Minor von 
D, welcher bei Tilgung der X Zeilen und X Spalten hervorgeht. In 
der zu D reziproken Determinante, nämlich in Dn—i betrachten wir 
die homologen X Zeilen und Spalten und Cx heisse der Minor von 
Dn— 1; der durch die Schnittstellen dieser X Zeilen und Spalten ge- 
bildet wird, also das Komplement des zu Dxx homologen Minors 

in Dn—i- 

Wir wissen, dass unter diesen Umständen sich die Gleichung 
ergiebt: 

Cx = D'-'Dxx 

Die X Zeilen und Spalten, die in D ausgewählt wurden, verbinden 
wir nun unter sich zu je m und unterdrücken nacheinander die m 
Zeilen und m Spalten einer jeden solchen Kombination. Wir erhalten 
im Ganzen (A)^ Minoren von D, lauter Minoren von der Ordnung 
(n — m), und diese lassen sich in gewohnter Weise so anordnen, dass 
sie die Matrix einer Determinante von der Ordnung (X)m bilden, die 
nichts andres ist, als ein besonderer Minor der Determinante Dn—m- 
Der so gewonnene Minor heisse Dxm • Multipliziert man jedes einzelne 
Element dieses Minors von Dn—m niit D^~^, so erhellt aus dem Lehr- 
satze über die Minoren reziproker Determinanten, dass allemal das 
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Ergebniss der Multiplikation ein Minor m-ter Ordnung der Determi- 
Banie Cx wird^ und man gewinnt in Folge davon die Determinante 
aller Minoren m-ter Ordnung der Determinante Cx- 

In Anwendung des oben bewiesenen Lehrsatzes (Siehe S. 87) kommt 
diese Determinante aber dem Werthe nach überein mit der Potenz: 



mithin wird: 



(lirn-l) 



Dxm . Ir ^ = Cr^^^ = B^"^-^^ Dxx^ ^^ 

und daraus geht hervor: 

Dxm^B^'^^Dxr-'^ 

(Der hier von uns gegebene Nachweis ist der oben angeführten 
Arbeit von D'Ovidio Bd. 11 S, 953 f. der Atti di Torino entnommen.) 

Wir gewinnen hierdurch den folgenden Lehrsatz Sylvesters 
(a. a. 0. S. 304): 

Innerhalb der Determinante Dn^m ist ein Minor D;i,„ von 
der Ordnung (A)m (^ > w), dessen Elemente Minoren von D 
sind, gebildet aus {n — X) festen Zeilen und Spalten und allen 
Kombinationen von (A — m) der übrigen, gleich der Potenz 
(X — l)m von Dy multipliziert in die Potenz {k — l)m— i des- 
jenigen Minors von D, der aus den (n — X) festen Zeilen und 
Spalten hervorgeht. 

• 

Vorstehender Lehrsatz ist durch Sylvester (1851) ohne Beweis 
veröffentlicht worden, ein zweites Mal durch D'Ovidio. 

Für k = n und mit der Übereinkunft D„„ = 1 ergiebt sich aus 
ihm der Satz des vorigen Paragraphen (Siehe S. 87). WiU man übrigens 
diese künstliche Bestimmung !)„„ = 1 vermeiden, so lässt sich der 
frühere Lehrsatz auch in der folgenden strengen Weise auf das vor- 
liegende Ergebniss zurückführen. Wir wollen der Determinante D 
eine Zeile und eine Spalte hinzugefügt denken, die mit Nullen 
besetzt sein mögen, an deren Kreuzungsstelle aber das Element 1 
auftreten soll. Der Werth von D bleibt hierdurch ungeändert, doch 
wird die Ordnung der Determinante auf (n + 1) erhöht. Setzen wir 
nun A = w, so haben wir unseren Lehrsatz dergestalt anzuwenden, 
dass wir für die {n — k) festen Reihenpaare (es wird hier {n — X) 
doch (w + 1 — A) , also (n + 1 — n) = \) gerade das beigefügte 
Reihenpaar wählen. Damit ergiebt sich Dxx = 1 und Dxm = J5n— 
in der Bezeichnungsweise des § 22. 



m 
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Frobenius hat (a. a. 0. Siehe unser Literaturverzeichniss S. 84 f.) 
auf völlig abweichende Art einen besonderen Fall des vorliegenden 
Sylvesterschen Satzes erwiesen, nämlich den Fall, wo m = A — 1 
gesetzt wird, desgleichen Netto in § 3 (auf Seite 201) seines Auf- 
satzes: Zwei Determinantensätze. Auf unsem allgemeinen Lehr- 
satz ist Netto erst später zu sprechen gekommen, bei Gelegenheit 
einer anderen Betrachtung, die wir in Kurzem werden zu erörtern 
haben. (Siehe S. 97 ff.) 

Eigenartig ist das Verfahren von Reiss, der (a. a. 0. Art. 14. 
S. 34 f.) den vorliegenden Determinantensatz aus dem Sylvesterschen 
Satze des vorigen Paragraphen unmittelbar durch Erweiterung der 
Elemente des Minorensystems ableitet, wie er auch den genannten 
besonderen Fall unseres Lehrsatzes (Art. 6. S. 15 f.) aus einer noch 
einfacheren Identität auf gleichem Wege gewinnt. Völlig abweichend 
ist eine Begründung des Sylvesterschen Satzes durch Picquet, 
wovon in § 28 noch eine Andeutung gegeben werden wird. 

Der Unterdeterminante Dxm in Dn^m können wir in Dm das 
Komplement der zu ihr homologen zuordnen, das von der Ordnung 
(^)m — (^)m ist und nach einem oben bewiesenen Lehrsatze (dem Lehr- 
satz von Franke, siehe S. 91) gleichkommt: 

oder, mit Anwendung des vorausgehenden Satzes, gleich: 

Der Minor von Dmj nm den es sich hier handelt, hat zu Ele- 
menten solche Minoren m-ter Ordnung von D, gebildet also mit 
m Zeilen und m Spalten jener Determinante, die nicht durchaus 
alle unter den k in Betracht gezogenen Zeilen und Spalten vorkommen. 
Denn der homologe Minor zu Dxm in Dm ist doch mittelst aller der 
Minoren m-ter Ordnung von D hergestellt, die sämmtlich in den be- 
stimmten X Zeilen und Spalten enthalten sind, also mit andern Worten 
mittelst aller Minoren m-ter Ordnung des Komplementes von Dxx, nnd 
mithin kann sein Komplement als Element keinen einzigen Minor 
dieser Herkunft enthalten. 

Wir gewinnen hierdurch den Lehrsatz von D'Ovidio: 

Ein Minor von der Ordnung {n)m — (A)m innerhalb der 
Determinante D^ (^ > ^), als dessen Elemente sich alle Mi- 
noren m-ter Ordnung von D darstellen, zu deren Bildung 
weder die Zeilen noch die Spalten sämmtlich unter be- 
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stimmten X Zeilen und X Spalten ausgewählt wurden, ist 
gleich der Potenz 

[\m - l) - (m - l)j 
von Dj multipliziert mit der Potenz 

\m — l) 

desjenigen Minors von D, der bei Tilgung jener X Zeilen 
und X Spalten sich ergiebt. 

Dem entsprechend wird man eine Formel auffinden können für 
das Komplement von Dxm in Dn—m, welches in Dn—m der homologe 
Minor zu dem zuletzt betrachteten Minor von Dm ist. Man erhält 
auf diesem Wege wieder eine Formel von D*Ovidio (a. a. 0.). 

Und auf ähnliche Art würde man weitere Lehrsätze von D'Ovidio, 
von Picquet und Anderen finden, die wir der Kürze wegen über- 
gehen wollen. 



§ 24. Die allgemeinere Aufgabe Sylvesters. 

In der oben (Siehe S. 84) angeführten Abhandlung von Sylvester 
(Joum. f. Math. Bd. 88) will der Verfasser nach Einführung einer 
schwierigen und unnöthig verwickelten Bezeichnung die folgende Auf- 
gabe lösen. 

Es sei eine Determinante vorgelegt von der Ordnung: 

Wi + ng + • • • = w 

Unter den ersten n^ Zeilen wählen wir m^ , unter den n^ folgenden 
m^ und so fort und verfahren dann auf ähnliche Weise in Hinsicht 
auf die Spalten. Alle Elemente, die sich auf den Schnittpunkten der 
% 4" ^2 + * • * ausgewählten Zeilen und der gleich vielen Spalten be- 
finden, bilden ihrerseits eine Determinante der Ordnung m^ -}- iWg -] — == m, 
die augenscheinlich ein Minor der vorgelegten sein wird. 

Wir stellen nun aUe möglichen Minoren dieser Art her; ihre 
Anzahl wird sein: 

l\mj \mj ' ' J 

Aus ihnen als Elementen würde es erlaubt sein, wiederum eine 
Determinante entstehen zu lassen, und diese nennt Sylvester im 
allgemeineren Sinne die zusammengesetzte Determinante. Wenn 
im Besonderen w^ = Wj = • • • = , n^ = n ist, dann kommt man, 
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wie ohne Weiteres einleuchtet, auf den vorher betrachteten. Fall zunäck. 
Für diesen besonderen Fall wissen wir aber, dass die Determinante^ 
die man bilden will, eben eine Potenz der ursprünglichen ist. 

Nun stellt sich Sylvester die Aufgabe, diesen Lehrsatz auf den 
allgemeineren Fall auszudehnen. 

Nennen wir (^i), (^2) • • • die Determinanten, welche durch die 
Kreuzungen der ersten n^ Zeilen mit den ersten n^ Spalten entstehen, 
dann der folgenden Wg Zeilen mit den n^ Spalten und so fort, und be- 
zeichnen wir überdies mit (iVi^g), (N^Nq) - » * diejenigen Determi- 
nanten, die mit Hilfe der (n^ + n^) Zeilen und Spalten, der (w^ + n^) 
Zeilen und Spalten, . . . hergestellt sind, so fand Sylvester eine 
Formel, mittelst deren die allgemeine zusammengesetzte Determinante 
sich als Produkt von Potenzen der (JV^), (i^j), • • • (N^N^), (N^N^), • • • 
(N^N^N^)y • • • ausdrücken liess. Und dies sind im Grunde gewisse 
besondere Hauptminoren der vorgelegten Determinante. 

Die Formel Sylvesters ist jedoch irrig, und es wurde dies bald 
danach, im folgenden Bande des Cr elleschen Journals, an Hand eines 
Beispiels von Borchardt (im Namen Sylvesters) anerkannt. (Siehe 
oben S. 84.) 

Um einzusehen, dass es thatsächlich nicht möglich ist, diese zu- 
sammengesetzte Determinante in Form eines Produktes solcher Haupt- 
minoren, wie: (^1), (JV^iJVg), • • • darzustellen, wollen wir einen beson- 
deren Fall berechnen. 

Wir nehmen an: 

Wi = 2 , Wg = 2 , Wj + ^2 = w = 4 

m^= m2 = 1 m^-^ m2 = m = 2 

Dann hat man es mit einer Determinante D der vierten Ordnung zu 
thun, deren Matrix man sich in vier Quadrate getheilt vorstellen darf. 
Wir benennen, wie aus folgendem Schema 

ersichtlich wird, der oben eingeführten Bezeichnungsweise gemäss die 
durch jene vier Theilmatrices vorgestellten Determinanten. 

Verknüpfen wir nun paarweise die erste und zweite Zeile mit 
der dritten und vierten und machen entsprechende Kombinationen bei 
den Spalten, so erhalten wir im Ganzen 16 Minoren der zweiten Ord- 
nung, die ihrerseits eine Determinante 1)2^^ von 4-ter Ordnung bilden, 
und sie ist ein Minor 4-ter Ordnung der Determinante 6-ter Ordnung 
Dm = Di nach der vorher angenommenen Bezeichnung. 
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Die Determinante Dn—m ist dasselbe D^, wobei jedoch passende 
Vertauschungen von Zeilen und Spalten vorgenommen sind. Leicht 
erkennt man (an Hand der schematischen Darstellungen auf Seite 89), 
dass das Komplement des homologen Minors zu Dg in Dn—m genau 
der Determinante 2-ter Ordnung 

gleichkommt und mithin ergiebt sich, nach der im Lehrsatz Frankes 
aufgestellten Formel, dass die zusammengesetzte Determinante (weil 
D = {N^N2) zu setzen) ffleich ist: 

und sich daher nicht einzig als Produkt der (N1N2) ^ N^^N^ dar- 
stellen lässt, wie es die Formel Sylvesters verlangen würde. 

Bemerkenswerth ist die Beobachtung, dass allerdings in beson- 
deren Fällen der durch die Sylvestersche Formel gewünschte Ausdruck 
möglich wird. 

Setzen wir zum Beispiel voraus, es handle sich um eine Deter- 
minante der Ordnung *^^ -|- Wg = w und man nehme 

Dann kommt man zu den Voraussetzungen eines oben bewiesenen 
Satzes, der eben auch von Sylvester herrührt, zurück (Siehe S. 93), 
und die zusammengesetzte Determinante geht in die von uns als Dxm 
bezeichnete über. Diese lässt sich aber, wie wir wissen, als Produkt 
ausdrücken von Potenzen der ganzen Determinante und des Haupt- 
minors, der aus den ersten n^ Zeilen und Spalten gebildet ist. 



§ 25. Neue Untersuchungen von Netto und von Pascal. 

Bevor wir diesen Gegenstand verlassen, haben wir Untersuchungen 
von Netto einzuschalten, die sich den bisher entwickelten Betrach- 
tungen ganz nahe anschliessen. Wir beabsichtigen von jenem Aufsatze 
Nettos zu sprechen, der betitelt ist: Erweiterung des Laplaceschen 
Determinanten-Zerlegungssatzes. (Siehe S. 85.) 

Wir wollen den Minor, den man aus einer vorgelegten Determi- 
nante n-ter Ordnung erhält, wenn man die Zeilen mit Ordnungszahlen 
ii h ' ' ' ^* ^^^ ^i® Spalten mit Ordnungszahlen j^ J2 - - jk unterdrückt, 
bezeichnen : 

hk ' • Jk 
Pascal, Determinanten. 7 
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Es wird dann die Entwicklung der Determinante dargestellt durch 

(a) ^±A....*- A+i-» 

h"Jk h + l-'^n 

WO (^1 . . . in\ ? Ol • • • in) zwei Permutationen der Zahlen 1, 2, ... ^ 
bedeuten. 

Wir betrachten nun eine Determinante A von der Ordnung 
(w 4" *^); d^® als ersten Hauptminor die bisher besprochene De- 
terminante n-i&i Ordnung enthalte. Nach der obigen Bezeichnungs- 
weise wird das Symbol ^ 

^n-l-l, ... n-l-m 
n-j-l» •• • n-f-m 

zur Darstellung der letzteren dienen. 

Für unsere neue Determinante A wollen wir einen Summenaus- 
druck, entsprechend dem unter (a) soeben niedergeschriebenen, auf- 
stellen, wobei jedoch gegenwärtig die Symbole 

A 

die Minoren der neuen Determinante bezeichnen und daher die alten 
Minoren sind, wenn man dort m Zeilen und m Spalten hinzufügt. 

Nun ist die Frage, was für einen Werth dann jene Summation 
annehmen werde? 

Netto erweist die Richtigkeit der folgenden Aussagen: 

Der Werth jener Summation ist schlechthin gleich der 
Determinante von der Ordnung (n + ^)? multipliziert in die 
erste Potenz der Determinante m-ter Ordnung, die mit den 
m hinzugefügten Zeilen und Spalten gebildet ist, nämlich 
des Minors 

Ai^ 2, . . . n 

1, 2, ... n 

Wenn man aber, anstatt mit der Formel (a) zu beginnen, 
eine allgemeinere Formel der Zerlegung (Siehe § 9) zum 
Ausgangspunkt nimmt, nämlich die Summation von Pro- 
dukten von h Minoren, die beziehungsweise in 

^1 + ^2 H \-nk = n 

Zeilen und Spalten ausgewählt sind, dann stellt sich das 
Produkt von A in die Potenz Qc — 1) von 

Ai, 2, . . . n 
1,2, ...n 

als Ergebniss heraus. 
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Netto lässt diesen Lehrsatz (a. a. 0. S. 351) zur Beweisführung 
bei jenem Hauptsatze Sylvesters dienen, den wir schon besprochen 
haben, nämlich den Satz bezüglich der Minorensysteme von der Art 
des Bxn. (Siehe § 23.) 

Die beiden hier ausgesprochenen Sätze (der erstere ist als be- 
sonderer Fäll im zweiten enthalten) finden sich auch in dem ein- 
leitenden Abschnitt der Schrift von Reiss: Beiträge zur Theorie der 
Determinanten (dort als 5. Satz S. 13 und 6. Satz S. 14) und dienen 
daselbst gleicherweise zur Ableitung der Sylvesterschen Sätze. 

Wir haben die Absicht, den vorliegenden Lehrsatz auf eine 
leichtere Art, als es durch Netto geschehen ist, nachzuweisen, und 
indem wir uns genau derselben Grundsätze bedienen, die für den an- 
geführten Satz Sylvesters gebraucht wurden. Neben jenem werden 
wir noch einen andern Lehrsatz finden, der als mit ihm eng zusammen- 
gehörig betrachtet werden kann. 

Wir wollen zunächst einen Hilfssatz vorausschicken. 

Eine gegebene Determinante A von der Ordnung n kann bekannt- 
lich als algebraische Summe der Produkte von h Minoren entwickelt 
werden, deren erster in der Matrix der ersten m^ Zeilen, der zweite 
in der der folgenden m^ Zeilen und so fort enthalten ist, wobei 

^1 + ^2 + • • • + ^* = ^ • 

Bezeichnet man also solche Minoren mit z/, so ergiebt sich: 

und man weiss, in welcher Art hier die Ausdehnung der Summieining 
verstanden werden muss. 

Wir stellen uns nun folgende Aufgabe. 

In dem vorangehenden Summenausdruck setzen wir an 
Stelle eines jeden z/ dessen Komplement und fragen: Welches 
wird dann der Werth der Summation? Wir werden nach- 
weisen, dass dieser Werth die Potenz (k — 1) von J. sein wird. 

Für k = 2 erhält man also Ä selbst wieder, ein selbstverständ- 
liches Ergebniss, da ja dann, wie man leicht erkennt, die verschiedenen 
Glieder der Summierung ungeändert bleiben und nur die beiden 
Faktoren jedesmal mit einander vertauscht werden. 

Wir wollen die reziproke Determinante zu Ä bilden und diese 
Ä' nennen. In Ä' heben wir die zu den z/,- homologen Minoren 
hervor und entwickeln daher Ä' nach der Formel 
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Wir wissen aber, dass A' = A^'-^ und dass überdies ein jedes 
^m dem mit -4."*""^ multiplizierten Komplemente des zu jd'm homo- 
logen Minors, also des Jm gleichkommt. Gedachtes Komplement ist 
nun aber ^n—m- Also können wir schreiben: 

jmi+iMaH h»n*--* y\ A A A JC^—^ 

-^^ ^^ \^ ^-'n — »»1 ^-'n — wia • • • ^^n — iw;^ -«^ 

und daraus folgt, weil 

% + *^2 + • • * ~f" ^* = ^ 

diese Gleichung: 

womit der Hüfssatz bewiesen ist. 

Wir betrachten nun eine Determinante der Ordnung (n 4" m) 
und die ihr zugehörige reziproke Determinante und werden beide im 
schematischen Bilde, wie folgt, zur Anschauung bringen. 





n 


m 


n 


JV 




m< 


r 
1 


Ai,2,...« 
1,2,...« 



= D 



n 



m 



n 


N' 




m 







= D' = Dn+m — l 
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Wir wollen die Entwicklung von N nach Produkten von Je Mi- 
noren der Ordnungen m^, m^, ... m* ausführen und diese Minoren 
mit der vorher angewandten Bezeichnung kenntlich machen. So er- 
giebt sich: 

wobei 

% + ^2 + * • ' + ^* = W 

und wo z^TOi denjenigen Minor darstellen mag, den man in N ent- 
stehen lässt durch Unterdrückung der Zeilen mit Ordnungszahlen: 

^1 «2 • • • ^«_ml 

und der Spalten mit Ordnungszahlen: 

Ahnliches gilt für ^m^ . . . ^mj^ - 

Verstehen wir nun unter Am^, . . . Minoren, die man bei Tilgung 
der angegebenen Zeilen und Spalten erhält, jedoch nicht von der De- 
terminante N, wohl aber von der Gesammtdeterminante D, dann wird 
Ami ^i® Ordnung (m -f" %) annehmen und dem entsprechend die 
andern Minoren. 

Wir multiplizieren jetzt den Summenausdruck mit 

j^n—mi — l jyt—m^—l jyi — mj^—1 

und beachten, dass nach dem Lehrsatze über die Minoren der rezi- 
proken Determinanten das Produkt 



A„,, 2)»-'^'x- 



1 



nichts andres ist, als das Komplement des zu A^^ homologen Minors 
in D', nämlich J'n—m^ iind ein Minor von N' ist. Wenn wir auf 
einen Augenblick in A^^ die letzten m Zeilen und m Spalten aus- 
scheiden, so wird es wieder der Minor von N und ^n—mj^ ist dann 
eben das Komplement seines homologen Minors in N\ 

Also ist der ganze Summenausdruck, nach Ausführung des an- 
gedeuteten Produktes, genau derselbe, wie man ihn erhalten haben 
würde, wenn man die Entwicklung von N' als Summe von Produkten 
der k Minoren hergestellt und dann in dieser Summe an Stelle eines 
jeden Minors sein Komplement innerhalb N' eingesetzt hätte. 

Nach dem oben bewiesenen Hilfssatze wird also das Ergeb- 
niss sein: 

Nun ist zufolge des oft angeführten Satzes von den Minoren der 
Reziproken: 
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i^' = 2>'-i-Ai,2,...„ 

1,2, ... n 

also ergiebt sich: 

= ^ • ^1, 2, . . . n 

1, 2, . . . n 

und hieraus ohne Weiteres (weil m^ -f~ ^2 H" ' * * "t~ ^* = w) 

^ + Am^ . . . ^mj^ = -D • Ai, 2, . . . n 

1, 2, ... n 

Damit erscheint der angeführte Lehrsatz Nettos bewiesen. 

Wir können jedoch daraus sogleich noch einen weiteren gleich- 
artigen Satz herleiten. 

Zu der gegebenen Determinante N werden wir zunächst die 
Summation bilden, die ihrer Entwicklung entspricht, werden dann an 
Stelle eines jeden Minors sein Komplement setzen und gelangen auf 
diese Weise zu dem Summenausdruck: 

^^ ~r" ^ n — ntj • • • ^n — m^. 

Nun wollen wir, wie früher, die ^ in diesem Ausdrucke der- 
gestalt umdeuten, dass mit ihnen, den Minoren von N, die letzten 
m Zeilen und m Spalten von D verbunden werden; demnach werden 
aus den z/ Minoren von 2), und zwar von den Ordnungen: 

n -^ m — m^j n -{- m — ^g , • • • 

Der Unterschied zwischen dieser neuen Summe und der im Lehr- 
satze von Netto behandelten besteht darin, dass während die Faktoren 
jedes Gliedes bei der Nettoschen Formel nicht irgend ein Element 
von N mit einander gemein haben oder, wie wir sagen wollen, nicht 
in N, sondern nur ausserhalb von N mit einander verflochten sind, 
hier im Gegentheil die Minoren, welche die Faktoren eines und des- 
selben Gliedes darstellen, innerhalb von N und ausserhalb von N in 
Verflechtung stehen. 

Mittelst eines dem früheren entsprechenden Verfahrens können 
wir diesen neuen Summenausdruck berechnen. Es genügt, ihn zu 
multiplizieren mit 

und zu beachten, dass 

gerade den Minor von D' darstellt, der zu dem Komplement von 
An-.mj_ homolog ist, also den zu ^^j^ homologen Minor oder auch, 
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was damit gleichkommt, den Minor von N'j der homolog ist zu dem 
Minor ^„^^ in N. 

Es wird daher die Summe in ihrer jetzigen Fassung eben nichts 
andres vorstellen, als die Entwicklung von N' nach Produkten von 
k Minoren und hiemach ergiebt sich mit Benutzung des bekannten 
Werthes von N': 

1, 2, ... n 

Also in Worten: 

Es sei eine Determinante von der Ordnung (n + m) vor- 
gelegt und ihr erster Hauptminor der Ordnung n. Wenn 
man in der Entwicklungsformel dieser Determinante w-ter 
Ordnung, nach den Produkten von k Minoren, jeden Minor 
durch sein Komplement ersetzt und für dieses wiederum den 
Minor aus der Determinante der Ordnung (n + m) einsetzt, 
den man dadurch erhält, dass man Zeilen und Spalten der- 
selben Ordnungszahlen unterdrückt, wie man sie auszu- 
scheiden nöthig hatte, um das gedachte Komplement zu ge- 
winnen, so erscheint als Ergebniss die Potenz (Je — 1) der 
gesammten Determinante der Ordnung (n -{- m), multipliziert 
mit der Determinante, die durch die Schnittstellen der 
letzten m Zeilen und m Spalten gegeben ist. (Pascal.) 

Bezüglich der Betrachtungen dieses Paragraphen hat man zu 

vergleichen 

Pascal, Su di un teorema del Sig. Netto relativo ai determinanti , e su 
di un altro teorema ad esso affine. Acc. Line. Rendic. 1896 ser. 5. vol. 6. 
10 sem. [188—191]. 

Der Zusammenhang der von uns mitgetheilten beiden Lehrsätze unter sich 
und mit dem Laplaceschen Zerlegungssatze (Siehe S. 37 f.) bestätigt sich über- 
dies in einfacher Weise, wenn man ein allgemeines Verfahren zur Umwandlung 
von Determinantensätzen befolgt, das Muir in zweifacher Richtung unter dem 
Namen des law of complementaries und des law of extensible minors 
dargestellt hat. 

Muir, The law of extensible minors in determinants. Edinburgh Trans, 
vol. 30. part. I (1880—81) [1—4]. 



§ 26. Lehrsatz von Scholtz (Hunyady). 

Es erscheint angemessen, den vorher erörtei*ten Lehrsätzen noch 
den folgenden hinzuzufügen, den wir den Lehrsatz von Scholtz nennen 
wollen, weil er sich zuerst in einer geometrischen Arbeit dieses Ver- 
fassers vorfindet. Kurze Zeit danach ist er von Hunyady ausge- 
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sprochen und zu dem gleichen Zwecke verwerthet worden. Man 

vergleiche 

Scholtz, Die auf dem Kegelschnitt Hegenden sechs Punkte und der Satz 
des Hexagrammum mjsticum. (Magyarisch.) Müegyetemi Lapok (Polytechnische 
Blätter) Bd. 2 (1877) S. 65 S. 

Scholtz, Sechs Punkte eines Kegelschnittes. Arch. d. Math. 62. Th. (1878) 
[317—324] S. 319 f. 

Hunyady, Zur Theorie der Flächen zweiter Ordnung. (Magyarisch.) Buda- 
pest firtek. Bd. 7 (1880) Nr. 6. 

Hunyady, Die Bestimmung der Kurven und Flächen zweiter Ordnung. 
(Magyarisch.) Budapest firtek. Bd. 7 (1880) Nr. 18 [1—39]. 

Hunyady, Beitrag zur Theorie der Flächen zweiten Grades. Joum. f. Math. 
Bd. 89 (1880) [47—69] S. 68. 

Von diesem Lehrsatze handeln dann auch: 

Igel, Zur Theorie der Determinanten. Monatsh. f. Math. 3. Jahrg. 1892 [66 — 67]. 

Escherich, Über einige Determinanten. Monatsh. f. Math. 3. Jahrg. 
1892 [68—80]. 

Es sei eine Determinante n-ter Ordnung mit den Elementen 
«r* gegeben. 

Wir bilden n lineare Funktionen mit ebenso vielen Unbekannten^ 
die zu Koeffizienten der Reibe nach die Elemente der verschiedenen 
Zeilen besitzen. 

Wir stellen also auf: 









und danach bilden wir zu diesen Ausdrücken alle ihre Quadrate und 
die Produkte zu je zweien. Nun stellen wir eine Determinante auf, 
die zu Elementen der ersten n Zeilen die Koeffizienten der n Quadrate 
und zu Elementen der folgenden Zeilen die Koeffizienten der übrigen 
^n(n — 1) Produkte zu je zweien enthält, natürlich in der Weise 
geordnet, dass in derselben Spalte aus Quadraten und aus Produkten 
die Koeffizienten der nämlichen Grössen erscheinen. 

Man erhält auf diese Weise eine Determinante von der Ordnung 

, n{n — 1) _ n(n + l) 

n i 2 — 2 

die bisher als Determinante Hunyadys benannt worden ist. 
Für n == 2 ergiebt sich zum Beispiel die Determinante 



«ll' 


«12* 


2 a^ 0^12 


an 


«22* 


^^21 ^22 


«11 «21 


^12 ^22 


^11 ^22 1" ^12 ^21 
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Nun sagt der Lehrsatz^ auf den wir anspielten^ aus: 

Der Werth der so gebildeten Determinante ist gleich 
der (n -f- l)-ten Potenz der gegebenen Determinante. 

Diesen Satz werden wir auf demselben Wege beweisen, den 
Scholtz und Hunyady an den angeführten Stellen eingeschlagen 
haben. 

Setzen wir beispielsweise den Fall w «= 3 voraus, dann wird die 
gedachte Determinante 



<^n 


a,,^ 


%8' 


2 «11 «12 


2 «11 «13 


2 «12 «13 


«2l' 


%2 


0^23' 


2 «21 ^32 


2 «21 «28 


2 «22 «23 


%i' 


0^32' 


%3 


^%1^2 


2 «31 «33 


2 «32 «33 



^11^21? ^12^22? ^13^23? ^11 %2 I ^12^21? ^11^23 I ^13^21? ^12^23 l%3 ^22 
^11^1? ^12 %2; ^13^3» ^11^32 1" ^12^31; ^11^33 "T ^13% 1> ^12^33 I ^13^2 
^21^BV ^22^327 ^23^33? %1 ^82 l" ^22^81? ^21^83 I ^23^1? %2%dl ^28^32 

Wir bezeichnen nun mit Ars das algebraische Komplement von 
ars in der vorgelegten Determinante dritter Ordnung D. 

Wir wollen dann hier zur ersten Zeile, nachdem wir sie mit 
^11 multipliziert, die vierte Zeile hinzufügen, multipliziert mit Ä^i 
und die fünfte, desgleichen mit ^31 verbunden, sodann zur zweiten 
Zeile, die vorher mit Ä^^ multipliziert wird, die vierte, multipliziert 
mit u4.li und die sechste, desgleichen mit ^31 verbunden, und addieren 
endlich zur dritten, mit J.31 multipliziei-ten Zeile, die fünfte und die 
sechste, beziehungsweise mit Ä^^ und Ä^i multipliziert. 

Danach werden die ersten drei Zeilen: 

«iiD, 0, 0, «12-D, «13-D, 
«21D, 0, 0, «22-D, «asD, 
«3iD, 0, 0, «32D, «33D, 

und mithin findet sich, wenn die Determinante nach Produkten ent- 
wickelt wird, in denen die den ersten drei Zeilen angehörenden Mi- 
noren mit ihren Komplementen verbunden sind. 



D^. 



«12 «22 ^13^23 ^12^23 \ ^13^22 
«12 «32 ^130^33 ^12^33 I ^13^32 
^22^32 ^23^33 ^22^33 \ ^23 %2 
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Diesem Ausdrucke gleich ergiebt sich also das Produkt der De- 
terminante von Hunyady in die drei algebraischen Komplemente 

-^11? -^21? ^31- 

Man würde zu zeigen vermögen, dass das Produkt dieser drei 
algebraischen Komplemente genau gleich ist der zuletzt geschriebenen 
Determinante 3-ter Ordnung, doch auch ohne zu dieser neuen Beweis- 
führung überzugehn, bemerken wir, dass das Produkt Ä^^.A^^.A^^^ 
nicht D als Faktor enthalten kann, weil ja keines der A in Faktoren 
zerlegt werden kann und desgleichen D selbst unzerlegbar ist. Also 
kann der Faktor D^, der sich in dem letzteren Ausdrucke findet, nur 
ein Faktor der Determinante H Hunyady s sein und wenn wir dann 
vergleichsweise den Grad eines Gliedes dieser Determinante und eines 
Gliedes von D^ prüfen, so findet sich, dafs nur 

sein kann. Hier bedeutet c eine Konstante, deren Werth man übrigens 
zu 1 bestimmt, indem man im Besondem anninmit, es verschwänden 
alle Elemente von D, mit einziger Ausnahme der Elemente der Haupt- 
diagonale. 

Man überzeugt sich leicht davon, dass dies Verfahren der Beweis- 
führung sich auch im Allgemeinen durchführen lässt, mithin ganz 
uneineeschränkt 

wird. 

In Betrefi" solcher Determinanten, die zunächst in der Lehre von 

den Kegelschnitten auftreten, kann man neben den oben schon an- 
geführten noch folgende Arbeiten einsehen: 

Hunyady, Über die verschiedenen Formen der Bedingungsgleichung, welche 
ausdrückt, dafs sechs Punkte auf einem Kegelschnitt liegen. Joum. f. Math. 
Bd. 83 (1877) [76—85]. Ein Zusatz des Verfassers im Joum. f. Math. Bd. 92 
(1882) [307—310]. 

Unter dem gleichen Titel finden sich zwei Aufsätze von Hunyady in 
magyarischer Sprache: Budapest firtek. Bd. 4 (1876) Nr. 6 [1 — 23] und Budapest 
firtek. Bd. ö (1877) Nr. 4 [1 — 20], der letztere als Fortsetzung des ersten. 

Mertens, Sätze über Determinanten und Anwendung derselben zum Be- 
weise der Sätze von Pascal und Brianchon. Joum. f. Math. Bd. 84 (1878) [356 — 3691. 

Pasch, Über gewisse Determinanten, welche in der Lehre von den Kegel- 
schnitten vorkonmien. Joum. f. Math. Bd. 89 (1880) [247—2;')!]. 

Hunyady, Über eine Fläche vierter Ordnung. (Magyarisch.) Budapest 
firtek. Bd. 8 (1881) Nr. 12 [1—20]. 

Hunyady, Über den geometrischen Ort der Eegelspitzen der durch sechs 
Punkte gehenden Kegelflächen zweiten Grades. Joum. f. Math. Bd. 92 (1882) 
[304—306]. 

Caspary, Über die Umformung gewisser Determinanten, welche in der 
Lehre von den Kegelschnitten vorkonmien. Joum. f. Math. Bd. 92 (1882) [123 — 144]. 

Müller, E., Anwendung der Grassmannschen Methoden auf die Theorie 
der Curven und Flächen zweiten Grades. Joum. f. Math. Bd. 115 (1896) 
[234—263] § 2. S. 239 f. 
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8 27. 28. Determinanten, deren Elemente aus den Elementen 
zweier gegebener Determinanten gebildet sind. 

g 27. Kroneckers Lehrsatz. 

An die im vorausgehenden Paragraphen durchgeführten Über- 
legungen mag hier eine Erörterung der Determinanten sich anschliessen, 
deren Elemente aus den Elementen zweier vorgelegter Determinanten 
zu bilden sind. 

Von diesem Gegenstande findet man vielfältige Lehrsätze in ver- 
schiedenen Arbeiten. Wir verweisen auf: 

Sylvester, Ona certain fdndamental theorem of determinants. Phil. Mag. 
ser. 4 vol. 2 (1851) [142—146]. 

Sylvester, On Staudts theorems concerning the Contents of polygons 
and polyhedrons , with a note on a new and resembling class of theorems. 
Phil. Mag. ser. 4. vol. 4 (1862) [336—346] 

Im Anhang dieses Aufsatzes macht der Verfasser auf geometrische An- 
wendungen seines im Jahre 1861 veröffentlichten Lehrsatzes aufmerksam. 

Kronecker, Bemerkungen zur Determinanten-Theorie. (Auszug aus Briefen 
an Herrn Baltzer.) Joum. f Math. Bd. 72 (1870) [152—176] S. 162 f. — Wieder 
abgedruckt in Kronecker, Werke Bd. 1. Leipzig 1896. [237— 269J. 

Siacci, Teorema sui determinanti ed alcune sue applicazioni. Acc. di 
Tor. Atti vol. 7 (1871—72) [772—783]. 

Siacci, Intomo ad alcune trasformazioni di determinanti. Ann. di mat. 
ser. 2 t. 6 (1871—73) [296—304]. 

Picquet, Analyse combinatoire des däterminants. C. R. t. 86 (1878) 
[1118. 1119]. 

Picquet, a. a. 0. (Siehe oben Ende von § 16 und Anfang von § 22) Journ. 
de r^c. pol. cah. 45 t. 28 (1878) [201—243] S. 214 f, 216—218, 234—241. 

Hunyady, Sätze über eine besondere Gattung komponierter Determinanten. 
(Magyarisch.) Budapest firtek. Bd. 7 (1880) Nr. 21 [1— 16J. 

Hensel, Über die Darstellung der Determinanten eines Systems, welches 
aus zwei andern componirt ist. Acta math. Bd. 14 (1890 — 91) [317 — 319]. 

Femer die oben S. 104 angeführten beiden Aufsätze von Igel und Escheric h 
aus dem Jahre 1892 und 

Netto, Act. math. Bd. 17 (1893) S. 200 in dem schon S. 84 berührten 
Aufsatze. 

Frobenius, a. a. 0. (Siehe Literaturverzeichniss S. 86.) Joum. f. Math. 
Bd. 114 (1896) [187—230], dort wird S. 190 der Kroneckersche Satz auf den 
Sonderfall des Sylvester sehen (Siehe oben S. 94) zurückgeführt. 

Ein besonders eleganter Satz aus diesem Lehrgebiet ist der folgende, 

sogenannte Lehrsatz Kroneckers. 

Sind die beiden Determinanten gegeben: 

Ä von der Ordnung Uy in den Elementen a.y und 

B von der Ordnung m, in den Elementen b^k 
und bilden wir alle Produkte 

Cpq = dijhhk ; 

an Zahl n^m^ und mit diesen Elementen (aijbhk) die Determi- 
nante der Ordnung (nm), indem wir auf dieselbe Zeile alle 
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die stellen, bei denen die Indices (i, h) dieselben sind, und 
auf dieselbe Spalte alle Elemente mit den gleichen zweiten 
Indices (;, Ic) bringen, so wird die Determinante C aus den c 
dann gleich sein 

Ein leichter Nachweis dieses Lehrsatzes ist von Netto (a. a. 0.) 
gegeben, der ihn auf die Entwicklung der Determinante begründet. 

Um das Verständniss des Verfahrens, das man auch für den 
allgemeinen Fall anwenden kann, zu erleichtem, wollen wir im Be- 
sondem w = 3, m = 2 voraussetzen. 

Dann wird die Determinante C die folgende: 

^13 ^11? ^13^12 

^13^21; ^13^^22 

^23^11; ^23^12 

^23^21? ^23^22 



ö^il^il; 


} Ötxi&i2^ 


^12^11? 


^12^12? 


%1*21J 


r Ötu022, 


^12 ^21 f 


0^2^22; 


^21^11J 


t 0^21^12? 


^22^11; 


^22^12; 


^21^21; 


, 0^21^22; 


^22^21? 


«22^22? 


^31 ^11 ; 


} %1^12> 


^32^11? 


^32^12? 


%1^21- 


> ^31^22? 


^82^21; 


^32^22? 



%3^11? <^33^ 



12 



^3^21? ^33^22 



Nun wollen wir unter den Zeilen dieser Determinante drei Systeme 
von je zwei Zeilen unterscheiden (im Allgemeinen n Systeme von 
je m Zeilen), indem wir in demselben System diejenigen Zeilen be- 
greifen, deren Elemente, soweit sie auf ein und derselben Spalte 
stehen, den gleichen Faktor aij enthalten. Es wird dann ein Minor, 
der innerhalb der Matrix der beiden ersten Zeilen ausgewählt ist, 
stets das Produkt zweier a zum Faktor haben \md der andere Faktor 
wird entweder Null sein oder die Determinante der h. Dasselbe trifft 
zu für einen Minor, der innerhalb der Matrix der dritten und vierten 
Zeile herausgehoben wird und für einen solchen aus der Matrix der 
5-ten und 6-ten Zeile. 

Zerlegen wir die Determinante in eine Summe von Produkten 
der Minoren, die innerhalb der zwei ersten Zeilen, der 3-ten und 4-ten 
und der 5-ten und 6-ten vorkommen, so wird jedes Glied mithin ent- 
weder Null oder es enthält als Faktor die Determinante der 6, zur 
dritten Potenz erhoben (im Allgemeinen JB^), Daraus ziehen wir die 
Folgerung, dass in C der Faktor B" enthalten ist. Mit Rücksicht auf 
die Symmetrie zwischen den a und den h schliessen wir, dass C 
gleicherweise auch J."* zum Faktor haben muss. Mithin ergiebt sich: 
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Wenn wir hier den Grad von C bezüglich der a oder h prüfen, so 
leuchtet unmittelbar ein, dass s nur eine Eonstante sein kann und 
nicht mehr von den Elementen a, b abhängen darf. Nehmen wir 
weiter an, dass alle a,j , bei denen die Indices (i, j) verschiedene sind, 
verschwinden und desgleichen alle h^k mit verschiedenen Indices (Ä, k), 
so folgt ohne Weiteres s = 1 ; und daher wird schliesslich 

Wegen anderer Beweise für denselben Lehrsatz kann man einsehen: 

Hansel und Escherich (a. a. 0.) und 

Rados, Zur Theorie der Determinanten. Math. Ber. aus Ung. 8. Bd. 
(1891) [60 — 64]. Hier kommt Grassmanns Methode zur Anwendung. 

Igel, a. a. 0. Monatsh. f. Math. 1892 weist für den besonderen Fall, wo 
A und B Determinanten gleicher Ordnung und aich ihre homologen Elemente gleich 
sind, die Hunyadysche Determinante als Theiler der Eroneckerschen nach. 



8 28. Lehrsätze von Fioquet, von Sylvester und Anderen. 

Wir gehen jetzt zu einem andern Lehrsatze, der von Picquet 
nachgewiesen ist, über. (Siehe S. 214 der im Journ. de Tee. pol. ent- 
haltenen Abhandlung.) 

Es mögen zwei Determinanten Ä und B von der Ord- 
nung n vorgelegt sein. In einer von beiden, zum Beispiel 
in Ä wollen wir an Stelle von m Spalten, die auf jede nur 
irgend mögliche Weise ausgewählt sein sollen, m Spalten 
aus B einsetzen. 

Jedes Mal erhalten wir dann eine Determinante von der 
Ordnung n und im Ganzen ergeben sich deren {n)^, genau 
soviel, als das Quadrat der Binomialzahl (n)m angiebt. Die 
Determinante Dm nun, die wir aus ihnen bilden können, 
indem wir in derselben Zeile alle Determinanten vereinigen, 
die bei Ausscheidung der nämlichen m Spalten von Ä ent- 
standen, und in derselben Spalte alle die Determinanten, 
welche nach Unterdrückung . von je m auf jede mögliche 
Weise ausgewählten Spalten von Ä der Überführung der 
nämlichen m Spalten von B in die frei gewordenen Plätze 
ihr Entstehen verdanken, die so gebildete Determinante 
Dm ist gleich 

J\m ) JßK^ — V 

Aus diesem Lehrsatze lässt sich in einem besonderen Falle seiner 
Anwendung der nach Sylvester benannte Satz herleiten, den wir in 
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einem vorausgehenden Paragraphen (Siehe § 23) nachgewiesen haben. 
Es ist dies durch die Ausführungen Picquets auf Seite 216 — 218 
seiner oben angeführten Arbeit ersichtlich geworden. 

Der Beweis des Picquet sehen Lehrsatzes ist nun einfach. 

Jedes Element von Dm ist eine Determinante, die (w — rn) Spalten 
aus A und m Spalten aus B enthält. Eine solche Determinante kann 
man entwickeln als algebraische Summe von Produkten, worin Minoren 
der Ordnung (n — m) von A mit Minoren der Ordnung m von B 
multipliziert auftreten. Es wird dann zum Beispiel jedes Element 
der ersten Zeile von Dm einzeln sich darstellen als Summe von Pro- 
dukten, die dieselben Minoren der Ordnung (n — m) von A in die 
(vi)m Systeme von Minoren m-ter Ordnung aus B multipliziert ent- 
halten, jedes solche System bestehend gedacht aus allen den (n)m Mi- 
noren, die in denselben m Spalten, wie in einer Matrix, einge- 
schlossen sind. 

Auf diese Weise erkennt man, dass Dm als Produkt zweier De- 
terminanten erscheint, von denen die eine die Minoren der Ordnung 
(n — m) von A zu Elementen hat und die andere die Minoren m-ter 
Ordnung von JB, wenn man Sorge trägt, bei einer von ihnen das 
Zeichen derjenigen Elemente zu ändern, welche Minoren ungerader 
Klasse entsprechen (was ja bekanntlich den Werth der Determinante 
ungeändert lässt). 

Wir wissen aber (Siehe § 22), dass die Determinante -4«-»,, die 
die Minoren der Ordnung (n — m) von A zu Elementen hat, den Werth 

besitzt und dass der mit den Minoren m-ter Ordnung von B gebildeten 
Determinante, also Bm der Werth 

zukommt. Damit ist also unser Lehrsatz bewiesen. 

Im Zusammenhang mit der Determinante Dm kann man die De- 
terminante Dn—m betrachten, die man auch bei Vertauschung von 
A und B in dem Eingangs des Paragraphen dargestellten Verfahren 
erhält, das heisst, indem man an Stelle von m auf jede mögliche 
Weise in B ausgewählten Spalten m Spalten von A einsetzt. 

Man gewinnt daher: 

Das Produkt der beiden Dm und Dn—m wird sein 
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Ordnen wir die Elemente der beiden Determinanten Dm, Dn—m 
auf passende Weise, nämlich so, dass homologe Elemente in ihnen 
stets zwei Determinanten entsprechen, von denen die eine (n — m) 
Spalten von Ä und m Spalten von jB, die andere die übrig- 
bleibenden m Spalten von Ä und die übrigbleibenden (n — m) 
von B enthält. Dann lässt sich das folgende Verhalten aufzeigen: 

Wenn man mit den beiden Determinanten D^ und Dn—m 
ihr Produkt nach Zeilen bildet, so werden die Hauptelemente 
des Produktes gleich dem Produkte A.B und die andern 
Elemente werden Null. 

Dies bildet den Inhalt eines Lehrsatzes von Sylvester, der von 
ihm schon im Jahre 1851 (in der im Anfang des § 27 angeführten 
Arbeit S. 143) veröflFentlicht worden ist. 

Wir wollen eine Matrix herstellen, die als erste Spalten (n — m) 
Spalten von Ä enthält und als weitere Spalten alle die B zugehörigen 
und so auch eine zweite Matrix, die an erster Stelle die übrig- 
bleibenden m Spalten aus Ä und im Anschluss daran alle Spalten 
von B in sich begreift. 

Wir bilden alle Determinanten w-ter Ordnung, die innerhalb der 
ersten Matrix liegen und stets die festen Spalten von A einschliessen, 
und verfahren desgleichen mit Bezug auf die zweite Matrix. Es ge- 
lingt dann, jene ersteren Determinanten mit diesen letzteren paarweise 
und eindeutig in Zusammenhang zu bringen, indem wir diejenigen als 
auf einander bezogen (korrespondierend) betrachten, die nicht eine 
einzige Spalte von B gemeinsam haben. Dann werden die homologen 
Elemente zweier homologen Zeilen in Dm und Dn—m zu korrespon- 
dierenden Determinanten. Die Summe der Produkte solcher Paare 
wird (wenn man den Determinanten aus der zweiten Matrix das 
negative Zeichen giebt, im Fall sie ungerader Klasse angehören) ein 
Hauptelement der Produktdeterminante Dm Dn—m sein. 

Nennen wir a^ «2 . . . die Minoren von der Ordnung (n — m), 
enthalten in den (n — m) Spalten von Ä und al a^ . . . ihre alge- 
braischen Komplemente; es sind dies die Minoren m-ter Ordnung, die 
in den andern Spalten vorkommen (und negativen Zeichens, wenn zur 
ungeraden Klasse gehörig). 

Bezeichnen wir weiter mit 

Pii Pia • • • 
P21 P22 • • • 
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die Minoren der Ordnung m, die in B enthalten sind, nnd mit 

^11 ^12 • • • 

ßn ß^i ' • • 

• • • • • 

deren algebraische Komplemente von (n — m)-ter Ordnung. 

Danach wird das Hauptelement des Produktes Dm-Dn—m sich 
darstellen in der Form: 

^ (^CCißji^CCkßjk) = ^CCiUk^ßjißjk 
J \ i k J ik j 

Für i = Ä erhält man: 

• ■ 

was dem Produkte Ä . B gleichkommt und für i^k ergiebt sich der 
Werth Null, da ja nach einer bekannten Determinanteneigenschaft 

^ßjißjk = 
J 

wenn i^k. (Siehe S. 19.) 

Dem entsprechend würde man nachweisen, dass die nicht auf 
der Hauptdiagonale befindlichen Elemente Null sind. 

Die beiden hier betrachteten Determinanten Dm und Dn—m haben 
zu einander ähnliche Beziehungen, wie zwei Determinanten, von denen 
die eine aus den Minoren der Ordnung m, die andere aus denen der 
Ordnung (n — m), die zu ein und derselben vorgelegten Determinante 
gehören, gebildet sind. 

Die Ähnlichkeit erstreckt sich noch bis auf die Beziehungen 
zwischen ihren Minoren. Man kann da den folgenden Lehrsatz 
(von Picquet, a. a. 0. Joum. de Tee. pol. S. 238 ff.) nachweisen: 

Ein Minor von Dm ist gleich dem algebraischen Kom- 
plemente des zu ihm homologen Minor in Dn—m, multipli- 
ziert mit einer Potenz von Ä und einer Potenz von B. 

Den Beweis dieses Lehrsatzes können wir auf folgende, höchst 
einfache Weise durchführen. 

Es möge bezeichnen dij die Elemente von Dm und dij die 

von Dn-m- 

Wir betrachten, um bestimmte Vorstellungen zu erwecken, den 
ersten Hauptminor von r-ter Ordnung in Dm- Ihn können wir unter 
Anwendung der Bezeichnung t={n)m schreiben: 
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d 



11 



drl 






Das Produkt dieser Determinante in Dn—m 
zuletzt bewiesenen Lehrsatzes: 



dir ^,r+l • 


• • du 


drr dr,r-\-l ' 

1 . 


' • drt 

.. 


• • • 

• 


• • 1 


• 1 • 


-r\ 



Ä.B 
Ä.B 

















rfi, r+l 

di,r+l 

m • 

rfr+1, r+l 

di^r-\-l 



wird in Folge des 



du 
du 

• 

d'rt 
dr+1, t 

m 

d'tt 



oder 



dr+l, r + l • • • dr+1, * 



*,r+: 



• • d'tt 



Ä'^.B^ 



und, da man weiss, dass Dn—m seinerseits gleich einer Potenz von A 
multipliziert mit einer Potenz von B ist, so erscheint der Lehrsatz 
bewiesen. In der That findet man, dass der Minor r-ter Ordnung 
von Dm gleich dem algebraischen Komplemente des ihm entsprechenden 
Minor in Dn—m ist, multipliziert mit 

^'■""(m-l) ,B^\m ) 

Wir wollen zum Schluss dieser Betrachtungen noch anmerken, 
dass, wenn man im Besonderen die zweite Determinante B in 
der Gestalt voraussetzt: 



10 0- 


•• 


10- 


• 


1- 


■ ■ 


• • • • 1 

•• 


1 • • 

• 1 



= 1 



Pascal, Determinanten. 
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dann die Lehrsätze dieses Paragraphen jene von § 22 in Wiederholung 
ergeben, und die Determinanten Dm, Dn—m unserer jetzigen Erörterung 
in umgekehrter Folge die aus Minoren der Determinante Ä von 
m-ter und (n — m)-ter Ordnung dargestellten Determinanten werden^ 
die wir in jenem Paragraphen mit denselben Buchstaben bezeichnet 
haben. 

An die Gruppe von Erwägungen, die sich auf Determinanten 
beziehen, die mit den Elementen zweier andern hergestellt sind, knüpft 
auch eine Arbeit von Siacci an, die von uns bereits (S. 107) an- 
geführt wurde. 

Siacci, Acc. di Tor. Atti vol. 7 S. 772; Ann. di mat. vol. 5 S. 296. 

Sind zwei Determinanten gegeben: 

Ä= \ars 

B=\brs 

imd bildet man die Determinante P, deren allgemeines Element sei 

Aar, + iiirs 
so sagt der erste der Lehrsätze von Siacci aus: 

Die Determinante P ist gleich dem Produkt der beiden 
Determinanten Ä,B, multipliziert mit einer Determinante, 
deren allgemeines Ölied sich darstellt als 

WO Ars, Brs die Komplemente der Elemente «r«, 6r« in 
A, B sind. 

Wir werden nicht auf Einzelheiten bei diesem und den andern 
Lehrsätzen eingehen. Es mag genügen, nur einen Hinweis darauf 
zu geben. 

Man lese mit Bezug auf den Gegenstand dieses Paragraphen auch: 

Pascal^ SuUe varie forme que possono darsi alle relazioni fra i determi- 
nanti di una matrice rettangolare. Ann. di mat. ser. 2 t. 24 (1896) [241 — 253] 
in § 3 S. 246 ff. 

Es werden dort mit Benutzung des Ergebnisses der folgenden Paragraphen 
29 — 31 den hier erörterten Picqu et sehen Sätzen drei neue hinzugefügt und diese 
als erweiterte Gestaltungen früherer Lehrsätze erwiesen, des Satzes von Minoren 
der reziproken Determinante (S. 33 f.) und der Sätze aus § 23 von Sylvester 
und D'Ovidio. 

Man vergleiche zu dem Inhalte unserer §§ 22, 23, 28 Scott, Det. 1880. 
chap. 5 [66—66]. 
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g 29 — 81. Beziehungen zwischen den Determinanten, die in einer 

enthalten sind. 



§ 29. Untersuchung von Vahlen. 

Es mag eine Matrix von m Zeilen und n Spalten vorgelegt 
sein (m < w). 

Mit den in ihr enthaltenen Elementen lassen sich (n)m Determi- 
nanten m-ter Ordnung herstellen. Man frage nun: Wie viele von 
diesen sind unabhängig? Oder mit andern Worten: Wie viele von 
einander unabhängige Öleichungen bestehen zwischen ihnen? 

Es seien ars die Elemente dieser Matrix: 

^11 Öti2 • • • ^In 
tt2l 0^22 • • • 0^2 n 



• • • 



Zunächst haben wir anzumerken^ dass eine identische Gleichung 
zwischen den in dieser Matrix enthaltenen Determinanten m-ter Ord- 
nung sich immer in Theile wird zerfallen lassen, deren jeder aus 
solchen Determinanten homogen zusammengesetzt sein muss; eine 
jede von diesen Determinanten ist homogen vom Grade m in den 
Elementen a und jeder einzelne der gedachten Theile, gleich Null 
gesetzt, wird für sich eine identische Beziehung darstellen. 

Also werden sich alle oben geforderten Gleichungen stets dazu 
bringen lassen, dass sie in den (n)m Determinanten homogen erscheinen. 

Wenn wir überdies sämmtliche Elemente ars vermöge der linearen 
Substitution 

m 
(^rs = ^ CChrO'hs 

umformen, dann wird jede in der Matrix der a enthaltene Determi- 
nante gleich der entsprechenden, die man in einer Matrix der a' an- 
zunehmen hat, multipliziert mit der Determinante der a; es bleiben 
daher die homogenen Beziehungen zwischen jenen Determinanten un- 
verändert und die Grössen « treten darin nicht auf. 

Inzwischen können wir über die m^ beliebigen Grössen « in der 
Weise verfügen, dass gleichviele von den Elementen a' bestimmte 
Werthe annehmen. Danach werden die (n)m — 1 Verhältnisse der 
Determinanten Punktionen von nur nm — m^ = m{n — m) beliebigen 
Elementen und hieraus ersieht man, dass höchstens nur 

8* 
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(^^ — l — m(n — m) 

Gleichungen zwischen diesen Verhältnissen bestehen können. Das 
kommt aber mit dem Vorhandensein der gleichen Anzahl von homo- 
genen Beziehungen zwischen denselben Determinanten überein. 

Wir werden nun zeigen, dass sich wirklich ebenso viele Be- 
ziehungen und zwar sämmtliche von einander unabhängig her- 
stellen lassen. 

Betrachten wir die Determinante D, die aus den m ersten Spalten 
gebildet ist, und dazu ihre Reziproke, deren Element wir mit A^ be- 
zeichnen. 

Danach richten wir unsere Aufmerksamkeit auf eine beliebige 
Determinante A, die aus den Spalten der Ordnungszahlen r^ r^ • • • ^»» 
besteht. 

Wir wollen nach Spalten das Produkt der beiden Determinanten 
bilden: 






^mrx ^mr^ • • • ^^r. 



m 



-o-ii -4i2 . . . Alm 
A21 A22 . . . A^m 



Ami Am2 . . . -o.; 



mm 



Ein beliebiges Element der Produktdeterminante, in der Stellung 
i, s wird dann: 

und dies ist nichts andres, als die Determinante 

an .... aim 
j_ß ^= 

dml • • • ^mm 

wenn man an Stelle der s-ten Spalte die Spalte der Ordnungszahl n 
aus jener vorgelegten Determinante A einsetzt. 

Das Ergebniss der Multiplikation ist also eine Determinante, deren 
Elemente ihrerseits wiederum Determinanten sind, und zwar werden die 
letzteren aus D dadurch hergeleitet, dass man die Spalten dieser aus- 
gezeichneten Determinante nacheinander und einzeln durch diejenigen 
der Ordnungszahlen r^ , r^ , . . . r^ ersetzt. 

Nun weiss man aber, dass die Determinante der A ihrerseits der 
Potenz (m — 1) von D gleich ist, also lässt sich, wie leicht ersichtlich, 
durch eine jede der aufgestellten Gleichungen eine Beziehung zwischen 
den Determinanten der Matrix darstellen. 

Prüfen wir inzwischen diese Beziehungen. 
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Wenn A mit der Determinante D übereinstimmt, dann erhält 
man augenscheinlich eine Identität. 

Wir nehmen weiterhin alle A von der Beschaffenheit in Betracht, 
dass (m — 1) ihrer Spalten aus der Zahl der Spalten von D ent- 
nommen und nur eine unter den (n — m) übrigbleibenden der ge- 
gebenen Matrix ausgewählt ist. Es leuchtet ein, dass A von solcher 
Beschaffenheit der Anzahl nach m{n — m) vorhanden sind. Sie 
nun geben identischen Beziehungen ihren Ursprung, weil die Deter- 
minante, die dabei auf der rechten Seite erscheint, nämlich 

2) .. 



2) 

2) 

• • ■ 










oder eine auf Reihenvertauschung beruhende Umwandlungsform hierzu 
nach ihrem Werthe: 2>"~^.A mit der linken Seite übereinstimmt. 

Die anderen Beziehungen^ die man erhält, wenn man A auf jede 
weitere mögliche Art sich ändern lässt, der Zahl nach 



( j — 1 — m{n — m) 



Gleichungen, sind sicherlich alle von einander unabhängig, weil bei 
einer jeden von ihnen linksseitig ein Faktor (und zwar ist dies A) 
erscheint, der von einer dieser Beziehungen zur andern wechselt und 
niemals auf der rechten Seite vorkommt. Wirklich wird die rechte 
Seite in jedem Falle von Determinanten gebildet, die sich aus der 
ursprünglichen Determinante D mit Veränderung einer einzigen 
Spalte herleiten lassen, während das linker Hand auftretende A stets 
eine Determinante ist, bei der wenigstens zwei Spalten von denen 
in D abweichen, da man ja andernfalls identische Beziehungen erhält. 
Es stellt sich hiernach als erwiesen heraus: 

Unter den (n)m Determinanten m-terOrdnung einer Matrix 
aus n Spalten und m Zeilen bestehen 



( I — 1 — m{n — m) 



unabhängige Gleichungen. 

Dieser Nachweis ist in einem neueren Aufsatze von Vahlen 

enthalten: 

Yahlen, Über die Relationen zwischen den Determinanten einer Matrix. 
Joum. f. Math. Bd. 112 (1893) [306—310]. 
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8 30. Formel von Netto, eine verwandte von FasoaL 

Es ist von Wichtigkeit, den Ghrad der im vorangehenden Para- 
graphen aufgefundenen Gleichungen hier anzumerken. 

Nehmen wir zunächst an, dass nur zwei von den Ordnungszahlen 

verschieden sind von den Zahlen 

1 2 • • • m 

Demgemäss mögen zum Beispiel die Ordnungszahlen r, 5 unter den: 

m + 1, m -\- 2 j - ' - n 
gewählt sein. 

Die den gedachten beiden Zahlen entsprechenden Spalten würde 
man an die Stelle derer mit den Ordnungszahlen i und j zu setzen 
haben. 

Dann wird auf der rechten Seite die erste Zeile in ihrem ersten 
Elemente dem Werthe von D gleichkommen und in den andern 
Elementen allen dem Werthe Null; die zweite Zeile im zweiten Ele- 
mente dem Werthe von D und in den andern der Null und so wird 
es mit allen den andern Zeilen gehen, ausgenommen nur die ^-te und 
j-te Zeile, in denen in guter Ordnung, wie folgt, die Determinanten 

(r 2 ' ' ' m) (1 r 3 • • • m) • • • (1 2 • • • r) 
(s 2 ' • ' m) (1 5 3 • • • m) • • • (1 2 • • • s) 

erscheinen werden, wenn wir mit dem Symbol 

(r 2 ' • m) 

die Determinante andeuten, die aus den Spalten mit Ordnungszahlen 

r, 2, • • • m 
besteht und so fort. 

Die Entwicklung der rechten Seite wird nunmehr (da ja die 
Elemente D sämmtlich auf der Hauptdiagonale stehen) sich darstellen 
in dem Produkt 

(1, 2 • • • i — 1, r, i -|- 1 • • • m) (1, 2 • • • j — 1, r, j -|- 1 • • • m) 

(1, 2 • • • i — 1, s, i + 1 • • • m) (1, 2 • • j — 1, s, j + 1 • • • m) 



Z)m-2^ 



Wenn wir daher mit der linken Seite vergleichen und den ge- 
meinsamen Faktor D"^—^ unterdrücken, so erhalten wir eine Beziehung 
zweiten Grades in den Determinanten. Dergleichen Beziehungen er- 
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geben sich der Zahl nach (n — m)^ • (w)2. Entsprechend erhält man 
ihrer (n — m\ • (n\ dritten Grades und so weiter. 

Wenden wir nämlich beiderseits die symbolische Bezeichnung an, 
die wir für die in Bede stehenden Determinanten soeben eingeführt 
hatten, so wird die gefundene Beziehung die folgende: 

(1, 2, • • • i — 1, r, i + 1, • • • j — 1, sj + 1, • . • m) (1, 2, • • • m) = 

= (1, 2, . . • i — 1, r, i + 1, . . • m) (1, 2, • • -j — 1, sJ + 1, • • • m) — 

— (1, 2, . . • i — 1, 5, i + 1, . . . m) (1, 2, • • • j — 1, rj + 1, • • • m) 

Lassen wir nun die Werthe der Ordnungszahlen r, s unverändert, 
vertauschen aber die Stellen, in die wir sie einsetzen, das heisst, 
stellen wir uns vor, dass wir die r-te Spalte nicht mehr an die irte 
Stelle bringen, sondern an die 7i-te. Dann ergiebt sich diese weitere 
Gleichung: 

(1, 2, . . . Ä — 1, r, Ä + 1, • • . j — 1, sJ + 1, . . . m) (1, 2, . . . m) = 

= (1, 2, . . . Ä — 1, r, Ä + 1, • • • m) (1, 2, . . . j — 1, sJ + 1, • • • m) — 

— (1, 2, . • . Ä - 1, 5, Ä + 1, • • • m) (1, 2, . • . j — 1, rj + 1, • • • m) 

und so würde man auch wieder eine andere Gleichung erhalten, ver- 
wandelte man dann h in k. 

Diese drei Beziehuugsgleichungen enthalten nun alle dieselben 
drei Koeffizienten: 

(1, 2, . . . m) 

(1, 2, . . . j — 1, s, j + 1, . • . m) 
(1, 2, . . . j — 1, r, j + 1, . . . m) 

Betrachten wir einmal die Determinante 3-ter Ordnung, gebildet 
aus den neun andern Grössen, die in gedachten drei Gleichungen auf- 
treten. Diese Determinante muss verschwinden, wie wir es im All- 
gemeinen zeigen werden, wenn wir uns mit der Lehre von den linearen 
Gleichungen werden zu beschäftigen haben. Übrigens würde man 
auch hier dies sogleich einsehen, wenn man die drei Gleichungen mit 
den algebraischen Komplementen der Elemente der ersten Spalte, die 
der genannten Determinante angehört, multiplizieren und dann die 
Summe bilden würde. 

Ziehen wir die Matrix der ersten m Spalten und der zwei andern, 
der r-ten und der s-ten in Betracht und deuten einfacher durch 

die Determinante an, welche aus dieser Matrix durch Tilgung der a-ten 
und /3-ten Spalte gewonnen wird, so ergiebt sich, dass die Determinante 
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A»v A., A,> 

Aä; Aä, AAr 
Aty A*, Ajbr 

identisch Null werden muss. 

Dies Ergebniss findet sich im Beginn des Aufsatzes von Netto, Zwei De- 
terminantensätze. (Act. math. Bd. 17 S. 199 f.) 

Dasselbe kann auch leicht verallgemeinert werden. 

Es ist eine wichtige Bemerkung, dass auf dem von uns ver- 
folgten Wege sich ein Ergebniss gewinnen lässt, welches von dem 
dort erhaltenen abweicht, das aber mit ihm eng verwandt erscheint. 

Wenn wir in der Gleichung zweiten Grades, von der wir aus- 
gegangen sind, anstatt die Kennziffer i zu verwandeln, r in ä um- 
wandeln und in fc, und dann dasselbe Verfahren anwenden, so erhalten 
wir eine Determinante der dritten Ordnung, die von der soeben nieder- 
geschriebenen verschieden ist. 

Betrachten wir die Matrix der ersten m Spalten mit Hinzunahme 
der weiteren Spalten srhk und bezeichnen mit ^aßyd die Determi- 
nante, welche aus solcher Matrix bei Tilgung der Spalten aßyd her- 
vorgeht, so ergiebt sich: 



AejÄ* A/,Ä* ^Jshk 
Aijkr Ai,Ar ^jakr 
^ijrh ^isrh ^Jsrli 







Diese Gleichung lässt sich in einer Form darstellen, die ihre 
Verwandtschaft mit der schon angeführten Nettoschen Formel besser 
erkennen lässt. Stellen wir uns nämlich eine Matrix vor, die aus 
allen den betrachteten Spalten gebildet wird, die sechs Spalten 
mit den Ordnungszahlen i,j, 5, r, Ä, Ä ausgenommen und bezeichnen 
mit A«^ eine Determinante, die man erhält, wenn man zu den (m — 2) 
Spalten jener Matrix die Spalten a, ß hinzufügt, so nimmt die 
vorausgehende Determinante genau dieselbe Gestalt wie die Determi- 
nante von Netto an, nur dass den Elementen eine abweichende Be- 
deutung zukommt. Während nämlich bei der Determinante Nettos 
die Elemente Minoren sind, die eine Matrix von (m -\- 2) Spalten bei 
Tilgung zweier Spalten entstehen lässt, sind in unserer Determi- 
nante die Elemente Minoren, die einer Matrix von (m — 2) Spalten 
entstammen, indem zwei Spalten hinzugefügt werden. 

Mit Bezug auf den Inhalt dieses Paragraphen vergleiche man 
wiederum den oben am Ende von § 28 angeführten Aufsatz von 
Pascal, Ann. di mat. 1896 in seinem § 2. 
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§ 31. Grundform der Beziehungen zwischen den Determinanten 

einer Matrix. 

An diese Erörterungen über die Beziehungen zwischen den De- 
terminanten einer Matrix schliessen sich solche an, die bei der Be- 
schäftigung mit der symbolischen Berechnimg algebraischer Formen 
in n Veränderlichen vorkommen. 

Die Gleichungen, die wir gefunden haben, sind zum Theil vom 
zweiten Grade in den Determinanten, andere dritten Grades und so fort. 

Nun ist es von Wichtigkeit zu bemerken, dass sie alle auf eine 
einzige Grundform, die bezüglich der Determinanten vom zweiten 
Grade ist, sich zurückführen lassen. Die Gleichung, die man auf 
diese Weise erhält, pflegt man in der Lehre von der symbolischen 
Berechnung der algebraischen Formen eine fundamentale Identität 
zu nennen. 

Man sehe die Abhandlung: 

Pascal, Sopra le relazioni che possono sussistere identicamente fra forma- 
zioni simboliche del tipo invariantivo nella teoria generale delle forme algebriche. 
Acc. Line. mem. ser. 4. vol. ö (1888) [375—387]. 

Wir wollen, wie oben, mit (i^ % . . . im) die Determinante aus den 
Spalten der Ordnungszahlen i^i^ , , , i,„ bezeichnen. 

Die allgemeine Beziehungsgleichung, die auf einer der voran- 
gehenden Seiten (Siehe S. 116) gewonnen wurde, lässt sich dann in 
dieser Form schreiben: 

i (ij 2 • • • m) (1 «1 3 • • • m) • • • (1 2 • • • ij ) 

a) (^1 • • • im) (1 2 • • • m)^~^ = • • .... 

(im 2 " ' m) (1 i„iS " ' m) " ' (l 2 • • • im) 

Wir werden nun zeigen, dass alle Gleichungen dieser Hauptform 
sich mittelst gewisser anderer Beziehungen zweiten Grades bestätigen 
lassen, die man in folgender Weise erhält. 

Betrachten wir die Determinante von der Ordnung (m + 1), die 
wir mit dem zunächst zu beschreibenden Verfahren herstellen. Wir 
wählen in der vorgelegten Matrix die Spalten mit den Ordnungs- 
zahlen «1 h ' ' ' ^rn im+i »US uud bilden mit diesen die Matrix von 
m Zeilen und (m + 1) Spalten, auf eine weitere letzte Zeile jedoch 
stellen wir die Determinanten von der Form: 

(h k h • • • Jrn-l) 

• • • • « • • 

(4 + 1 ii h • • • Jrn-l) 
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wobei die Ordnungszahlen j^j^ . . -jm—i denen von (m — 1) andern, 
AUS der gegebenen Matrix ausgewählten Spalten entsprechen (im Be- 
sonderen können einige der j einigen der schon herangezogenen i 
gleich sein). Die auf diese Weise dargestellte Determinante ist iden- 
tisch Null, weil ja augenscheinlich die Elemente der letzten Zeile 
«in und dieselbe lineare Verbindung aller entsprechenden Elemente 
der parallelen Zeilen vorstellen. 

Entwickeln wir diese Determinante nach den Elementen ihrer 
letzten Zeile, so ergiebt sich also 

b) ^+ (h h" ' «»») {im+iiih ' • 'jm-l) = 

worin sich die Summation über alle zyklischen Permutationen der 
Zahlen ij^ «2 • • • */» hn-\-i erstreckt und das Zeichen der verschiedenen 
Glieder zu wechseln ist oder nicht, jenachdem m ungerade ist oder 
gerade. 

Um leichter verstanden zu werden, wollen wir die Elemente 
ii h ' ' ' ^rn im+i zyklisch wechselnde nennen, die andern aber feste 
Elemente. Wenn die festen Elemente sämmtlich verschieden sind 
von den zyklisch wechselnden, so enthält Formel b) {m + 1) 
Glieder. Wenn r feste Elemente gleich ebenso vielen zyklisch 
wechselnden Elementen sind, dann verschwinden r Glieder der all- 
gemeinen Formel und es bleiben demzufolge nur {m — r -}- 1) Glieder 
übrig. 

Seltsamer Weise hat Fürstenau sich genöthigt gesehen, eine 

ziemlich lange Beweisführung dieser besonderen Identität zu widmen, 

während er doch von der allgemeinen Identität seinen Ausgang nahm. 
Fürstenau, Beiträge zur Theorie der Determinanten. Journ. f. Math. 
Bd. 89 (1880) [86—88]. 

Mit Hilfe dieser fundamentalen Identität vom zweiten Grade 
kann man nun alle im Vorangehenden aufgeführten Identitäten dar- 
stellen; man kann nämlich zeigen, dass von derselben alle die andern 
herstammen. 

Setzen wir im Besondern voraus, 

h h " ' U-i 
wären gleich den 

• • • 

h h ' ' ' ^m — 2 . 

Dann werden (ni — 2) Glieder in b) verschwinden, da ja in ihnen 
Determinanten mit zwei übereinstimmenden Spalten auftreten. Es 
bleiben nur drei Glieder, nämlich: 
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(^1 «2 * • • *»»-2 im-l im ) (^m+l ji ii ' ' ' im-i) + 
+ (^1 h • • • im-2 im im-^l) (im-l Ji i^ ' • ' im-i) + 

+ (^1 «2 • • • im-2 im+1 im-l) {im h ^1 * * ' im-%) = 

Wenn wir im Besonderen i^ , ig , . . . i^ = 1; 2, . . . m setzen und 
lassen die Ordnungszahlen im+i Ji auf jede mögliche Art wechseln, 
so ergeben sich Gleichungen, die nichts andres sind, als eben die Be- 
ziehungen vom zweiten Grade, die man aus der allgemeinen Formel a) 
gewinnt. Wirklich war ja oben (am Anfang von § 30) gezeigt worden, 
dass die Beziehungen zweiten Grades aus a) hervorgehen, wenn nur 
zwei der Zahlen i^ ^2 • . • im von den 1, 2, ... m verschieden sind. Man 
erhält dann auf der rechten Seite den Faktor (1, 2, . . . m)"*~^ und 
wird dieser Faktor gestrichen, so ergeben sich genau die Beziehungen 
der eben verzeichneten Art. Wir wollen nun zu solchen Gleichungen 
dritten Grades übergehen. Sie entstehen aus a), wenn drei der Ord- 
nungszahlen «\ i^ ... im von den 1, 2, ... m verschieden sind. 

Von diesen wird die eine beispielsweise: 

(1, 2, • . • i„,-2 im-l im) (1, 2, • • • my = 
(l,2,.--i^_2,m— l,m) (l,2,-.-m— 2,i;„_2,m) (l,2,--.m— 2,m— l,i;„-2) 
(l,2,---i^_i,m— l,m) (l,2,---m— 2,i;„_i,m) (l,2,.--m— 2,m— 1, v_i) 
(l,2,---i,„ ,m — l,m) (1,2,- -m— 2,v ,m) (l,2,-"m— 2,m— l,i;n ) 

Wir wollen diese Determinante nach den Elementen ihrer letzten 
Spalte entwickeln und dabei Bedacht nehmen auf die mit der zuletzt 
hingeschriebenen verwandten Beziehungen. 

Die Minoren zweiter Ordnung, die in den zwei ersten Spalten 
dieser Determinante enthalten sind, sind beziehungsweise gleich: 

+ (1, 2, • • • im-2 im-l m) (1, 2, . • • m) , 
— (1, 2, • • • im-2 im m) (1, 2, • • . m) , 
+ (1, 2, • • • in,-i im m) (1, 2, • • . m) 

und daher entsteht, wenn wir den gemeinsamen Faktor (1, 2, • • • m) 
tilgen, diese Gleichung: 

(1, 2, • • • im-2 im-l in) (1, 2, • • • ^w — 2, m — 1, m ) — 

— (1, 2, • • • im-2 im-l m) (1, 2, • • • m — 2,m— 1, im ) + 
+ (1, 2, • • • im-2 im 'in) (1, 2, • • • m — 2, w — 1, im-i) — 

— (1, 2, • • • im-l im m) (1, 2, • • • m — 2, m — 1, im-2) = 
die man auch aus b) darstellen kann, indem man setzt: 
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ii = 1; i2 = 2, • • • jm-i = m — 1 
und 

Demgemäss wird sich auch nachweisen lassen^ dass das Nämliche 
für die Gleichungen 4-ten Grades eintritt, die in der Formel a) ent- 
halten sind, und daher gilt der Satz: 

Im Allgemeinen sind alle Formeln der Gattung a) immer 
auf Formeln der Gattung b) (fundamentale Identitäten) 
zurückführbar, dergestalt dass schliesslich in solche die 
sämmtlichen zwischen den Minoren einer rechteckigenMatrix 
vorhandenen Beziehungen umgewandelt erscheinen. 

Eine Untersuchung über eine sehr grosse Zahl der aus jener 

Gattung b) hervorgehenden Identitäten findet sich bei Hunyady. 

Hunyady, Über einige Determinantensätze. (Magyarisch.) Budapest firtek. 
Bd. 9 (1882) Nr. 10 [1—1?]. 

Hunyady, Über einige Determinantengleichungen, welche mit verschie- 
denen Abhandlungen von Hesse und Cayley in Zusammenhang stehen. Joum. 
f. Math. Bd. 94 (1883) [171—178]. 
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Elementen gebildet sind. 

Verwandt mit der Untersuchung des vorigen Paragraphen ist die, 
welche den Inhalt des hier beginnenden ausmacht. 

]tfit denselben n^ gegebenen Elementen lassen sich ii^l Determi- 
nanten der Ordnung n herstellen. Unter diesen sind einige dem 
absoluten Werthe nach einander gleich, nämlich alle die, welche aus 
einander hervorgehen, wenn man die Zeilen oder die Spalten unter 
sich vertauscht. 

Wir werden hier Lehrsätze behandeln, die von Bagnera und von 
Pascal gefunden sind. Sie betreffen Beziehungen zwischen Determi- 
nanten, die verschieden sind, aber aus denselben Elementen dargestellt. 

Bagnera, Sopra i determinanti que si possono formare cogli stessi w* 
elementi. Giom. di Batt. vol. 25 (1887) [228—2311. 

Pascal, Sopra le relazioni fra i determinanti formati coi medesimi elementi. 
Ist. Lomb. Eendic. ser. 2 vol. 29 (1896) [436—438]. 

Es sei die Determinante n-ter Ordnung aus den Elementen aij vor- 
gelegt. Vertauschen wir auf jede mögliche Weise die Elemente der 
i-ien Zeile, so ergeben sich n\ verschiedene Determinanten. Ist nun 
A eine von diesen und Ajk eine andere, die man aus A gewinnt, wenn 
man zwei Elemente der i-ten Zeile, beispielsweise a^ und ack mit 
einander vertauscht, so kann man leicht einen Ausdruck für die 
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Differenz von A und Ajt angeben. Es genügt nämlicli dazu die Be- 
merkung, dass man bei Entwicklung von A nach den Elementen der 
i'ten Zeile erhält: 

A = Ä + üijÄij + aikÄik 

Hierbei sind mit Äij, Aik die algebraischen Komplemente jener Ele- 
mente der i-ten Zeile benannt und durch Sl ist die Oesammtheit aller 
übrigen Glieder angedeutet. 
Man erhält dann: 

A;* = 5i + aii,Aij + aijAik 
und daraus 

A — A;ft = {aij — an) (Äij — Ätk) 

Wenn man hier j, k auf alle (n\ möglichen Arten in dem Be- 
reich der Zahlen 1 . . . w wechseln lässt und alle diese Gleichungen 
multipliziert, so ergiebt sich: 

J7 (A - A,,) = J7 (a,, - an) JJ (A-, - -4.*) 

Das Symbol JJ erstreckt sich hier augenfällig auf (n\ Faktoren. 

Wählen wir nun als Ausgangspunkt unserer Betrachtung nicht A, 
sondern eine andere von den n\ Determinanten, die aus A mittelst 
einer beliebigen Permutation der Elemente der i-ten Zeile hervorgeht, 
zum Beispiel D, so erhalten wir 



n 



auf entsprechende Weise ausgedrückt, das heisst, abgesehen vom Vor- 
zeichen ergiebt sich die Gleichheit der beiden linken Seiten 

h * h * 

Damit ist der Lehrsatz gegeben: 

Bildet man n\ Determinanten, indem man in vorgelegter 
Determinante auf jede mögliche Weise die w Elemente einer 
beliebigen Zeile mit einander vertauscht, wählt dann eine 
derselben aus und stellt alle (n\ Differenzen her zwischen 
ihr und den aus ihr durch Vertauschung nur zweier ein- 
zelner Elemente abgeleiteten Determinanten, so ist das Pro- 
dukt von allen diesen Differenzen konstant, wiewohl die 
Determinante, die man zu Anfang ausgewählt hat, eine ganz 
beliebige sein mag. (Bagnera.) 

Demselben Verfasser verdanken wir auch diesen weiteren Lehrsatz: 
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Bildet man w! Determinanten, indem man in vorgelegter 
Determinante auf jede mögliche Weise die n Elemente einer 
Zeile vertauscht, wählt (n -\- 1) unter ihnen aus und führt 
dann bei jeder von diesen Determinanten auf die Elemente 
der betreffenden Zeile n ähnliche Substitutionen aus, so 
wird die Determinante von der Ordnung (n + 1), deren Ele- 
mente die Ergebnisse gedachten Verfahrens sind, gleich Null. 

Bezeichnen wir mit An J.,2 . • • Äin die algebraischen Komplemente 
der Elemente der i-ten Zeile. 

Die Elemente an . . . Uin der i-ten Zeile unterwerfen wir (n -\- 1) 
Substitutionen, wir erhalten damit (n + 1) Permutationen dieser 
Elemente. Solche Permutationen sollen angedeutet werden durch 
Pii Pi2 . . . Pi, n+i und jeder von ihnen wird eine Determinante 
Apj^ entsprechen, (ä = 1, 2, . . . n + 1) 

Wenn wir auf die P wiederum ähnliche Substitutionen anwenden^ 
so erhalten wir andere (n -}- 1) Permutationen, die man mit Pg^ be- 
zeichnen kann und so weiter. 

Es seien 

^11 ^12 • • • ^1» 

• • • • • • 

die Elemente aa...a,n, gemäss den Permutationen P^^ . . . Pi,„4-i 
vertauscht. 

Die Determinante 

• • • • • • 

ist Null, weil die Elemente ihrer letzten Spalte dieselben linearen 
Verbindungen der Elemente der übrigen Spalten darstellen. 
Wenn wir gleicherweise 

in Betracht ziehen, so erhalten wir eine gleichartige Determinante, 
worin die ersten n Spalten, abgesehen von ihrer Anordnung, dieselben 
sind, da sie nämlich aus jenen mittelst einer ähnlichen Substitution 
sich herleiten lassen, die sich jedoch auf die ersten n Elemente der 
Zeilen bezieht. 

Nennen wir also 
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die algebraischen Komplemente der Elemente der letzten Spalte* 
in vorausgehender Determinante, so erhalten wir die identischen 
Gleichungen: 

AiAp,, + ' • • + An+iAp, ,,^j = 

• • • • • • • 

und diese Gleichungen zeigen, dass die Determinante der A iden- 
tisch verschwindet, weil die Elemente einer Spalte dieselben 
Unearen Verbindungen aus denen der parallelen Spalten sind. 

Diese beiden Lehrsätze liefern zwei Hauptformen von Beziehungen 
zwischen solchen Determinanten, wie man sie durch alle möglichen 
Vertauschungen der Elemente einer Zeile innerhalb einer vorgelegten 
Determinante darstellen kann. 

Jedoch können wir Formen von Beziehungen auffinden von einer 
noch allgemeineren Art. Wir sondern zu diesem Zwecke die Matrix 
der ersten (n — 2) Spalten aus. Es mögen dann a a a' drei Spalten 
sein, die man aus der {n — l)-ten durch Vertauschung der Elemente 
nach drei verschiedenen Weisen erhält und mögen ß ß' ß'' drei Spalten 
sein, die unabhängig davon aus der n-ten hervorgehen, wenn man 
ihre Elemente auf dreifache Art vertauscht. 

Deutet dann A«^ auf die Determinante hin, die gewonnen wird, 
wenn man mit den (n — 2) ersten festen Spalten die Spalten a, ß 
vereinigt, so ergiebt sich die bekannte Beziehung (Siehe § 30) 

! AaÄ Aa/9' AaÄ" 
I 
A«'^ Aa'fi' Aa'^" = 

A«"^ Acr"^' A«"^" 

Es stellt sich hierin eine Beziehung dar zwischen den Determinanten, 
die man aus einer gegebenen gewinnt, wenn man die Elemente einer 
Spalte und desgleichen die Elemente einer zweiten Spalte unter ein- 
ander vertauscht. 

Man würde auf diese Weise andere Beziehungen herstellen können 
zwischen Determinanten, die ihren Ursprung der Vertauschung von 
Elementen innerhalb dreier Spalten verdanken. Aus so gestalteten 
Beziehungsgleichungen lässt sich für den besonderen Fall die Gleichung 
vom Grade (w + 1) zwischen den Ap.. herleiten, die wir oben ge- 
wonnen haben. Wir werden uns hier nicht bei Einzelheiten derartiger 

Betrachtungen aufhalten. Man sehe diesbezüglich 
Pascal, Ist. Lomb. Rend. 1896. 
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% 83—45. Berechnung von Determinanten mit besonderen Elementen. 

8 88. Die Determinante von Yandermonde oder Cauohy und ihre 

VeraJlgemeinerung. 



Wir betrachten die Determinante 






1 


1 


1 


.. 1 




»1 


«2 


»3 


• • an 


D — 


al 


«1 


2 


• • öt„ 




ar 


-1 n- 

a2 


-1 n-1 
»3 


«— 1 
• • an 



Augenscheinlich liefert ihre Entwickelung einen rationalen ganzen 
Ausdruck in den a. Für a, = aj werden zwei ihrer Reihen identisch 
und mithin wird sie selbst Null. Also ist sie durch (a,- — aj) theil- 
bar. Da man i^j und zwar jedes auf w-fache Weise sich ändern lassen 
kann, so erhält man im Ganzen i^n(n — 1) in diesem Betracht mög- 
liche DiflFerenzen und die Determinante D ist stets durch eine jede 
von diesen theilbar. D muss also als Faktor enthalten dies Produkt: 



K — «2) («1 — %) 
(«2 — 0^3) 



(a^ — an) 



• • • 



(a„_i — Un) 

Man sieht leicht, dass der andere Faktor nur eine Eonstante sein 
kann. Dieses Produkt ist nämlich in Rücksicht auf jedes der a vom 
Grade (n — 1) und die Entwicklung der Determinante ist mit Bezug 
auf jedes a genau desselben Grades. 

Um die Konstante zu berechnen, genügt es seine Aufmerksamkeit 
dem Koeffizienten des Gliedes: 



2 3 
^2 a» a^ 



n—l 

an 



zuzuwenden, das aus den Elementen der Hauptdiagonale entspringt. 
Dieses Glied gewinnt man aus dem oben niedergeschriebenen 
Produkte, wenn man die zweiten Bestandtheile aller der Binome mit 
einander multipliziert. Es ergiebt sich dann der nämliche Ausdruck 
mit dem Koeffizienten 



also: 



/ jx(n-l)+(n-2) + ... + l^ ,_ j^.^n(n-l) 



n 



i) = (_l)^'-<'-^>/7(a,-a,) {i<j). 



hJ 
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Wir deuten mit dem Symbol JJ das Produkt aller Differenzen der a 
an und meinen, dass hierbei stets i < j sein soll. 

Wenn man die a als die Wurzeln einer algebraischen Gleichung 
vom Grade n sich Vorstellt, so wird D die Quadratwurzel der soge- 
nannten Diskriminante der Gleichung. Man pflegt D auch die 
Determinante der Wurzeln einer Gleichung zu nennen. Auch 
heisst sie Potenzdeterminante oder Determinante von Cauchy. 
Der letztere Verfasser stellte über sie Betrachtungen von uneinge- 
schiilnkter Gültigkeit an, während Vandermonde sie für einen be- 
sonderen Fall untersucht hatte. 

Man vergleiche: 

Jacobi, De functionibus altemantibus earomqne divisione per productum 
e differentiis elementorum conflatum. Joum. f. Math. Bd. 22 (1841) [360 — 371], 
wieder abgedruckt in Jacob i, Gesammelte Werke, Berlin 1884, Bd. 3 [441 — 452]. 
(Deutsche Ausgabe mit Anmerkungen durch StäcKel in Ostwalds Klassikern der 
exakten Wissenschaften N. 77.) 

Baltzer,Det. 1881. S. 85 Anm. und die Anmerkungen Stäckels zu Artikel 1 
des Jacobischen Aufsatzes in der soeben angezogenen deutschen Ausgabe. 

Wir bilden nun das Quadrat der Determinante Vandermondes. 

Bezeichnen wir im Allgemeinen mit Sp die Summe der gleichen Potenzen 

der a, so dass also 

Sp = a^^ + a/ -{ h a^ 

so ergiebt sich, dass gedachtes Quadrat gleich ist 



^1 ^2 
^2 ^3 



. . . Sn — 1 

... ön 



Sn — i Sn Sn-^1 . • • Sg« — 2 

also gleich einer Hankeischen Determinante. (Siehe § 19.) 

Man kann eine weit allgemeinere Determinante, als die von 
Vandermonde, auf folgende Art zur Untersuchung stellen: 

In der von uns behandelten Determinante haben die auf einander 
folgenden Zeilen zu Elementen der Reihe nach die Potenzen von n 
Grössen o^, a2, . . . a„ . 

Wir wollen im Gegensatz hierzu eine Determinante bilden, bei 
der die Elemente der auf einander folgenden Zeilen beliebige Potenzen 
von n Grössen darstellen. Dem entspricht zum Beispiel die Zusammen- 
setzung der nachstehenden Determinante: 



Pascal, Determinanten. 



al' oS' 



»n 



1 1 ^Ä 

ö^i 0,2 ' ' ' Ofn 



n 



n 



n 



dl (l2 ' ' ' ein 
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Es scheint hier nicht die geeignete Gelegenheit, bis ins Einzelne 
auf die Behandlung solcher Determinanten einzugehen; wir werden 
uns auf einige besondere Falle beschränken. Wir wollen einzig an- 
merken^ dass dieselben sich mittelst der sogenannten vollständigen 
homogenen Funktionen der n Grössen a^ ... an und vom Grade r 
ausdrücken lassen. Man gelangt zu diesen Fimktionen^ wenn man 
die r-te Potenz der Summe jener Grössen entwickelt und an Stelle 
der Zahlen-Eoeffizienten^ die in dieser Entwicklung auftreten^ die 
Einheit einsetzt. 

Diese Funktionen erhielten durch Wronski, der über sie eine 

Untersuchung durchgeführt hat, den Namen der Funktionen Aleph. 

(Vergl. Dickstein, Sur las decouvertes mathömatiques de Wronski. Bibl. 
math. 1892. Neue Folge 6 [48—62, 86—90] S. 86 ff.) 

y ahlen in Encycl. d. math. Wies. I B 3 b. Symmetrische Funktionen, Art. 12. 

Schriften, die man bezüglich der hier berührten Aufgaben ein- 
sehen mag, sind: 

Borchardt, Über ein die Elimination betreffendes Problem. Akad. Berlin, 
Ber. 1869 (1860) [376— 388J S. 378. Dasselbe unter dem Titel: 

Borchardt, Über eme der Interpolation entsprechende Darstellung der 
Eliminations-Resultante. Joum. f. Math. Bd. 67 (1860) [111 — 121], wieder ab- 
gedruckt in Borchardts Werken [133 — 144]. 

Borchardt, Über eine Interpolationsformel ftlr eine Art symmetrischer 
Funktionen und über deren Anwendung. Akad. Berlin. Abh. 1860 [1 — 20], wieder 
abgedruckt in Borchardts Werken [163 — 172]. 

Trudi, Intomo ad un determinante piü generale di quello delle radici 
delle equazioni, ed alle funzioni omogenee complete di queste radici. Giom. di 
Batt. vol. 2 (1864) [162—168, 180—186]. Dieser Aufsatz findet sich mit fast dem 
gleichen Titel in Acc. Nap. Rend. anno 3 (1864) [121—134]. 

Stern, Über einen Satz aus der Determinantentheorie. Joum. f. Math. 
Bd. 66 (1866) [286—288]. 

Bubini, Su talune formole relative a determinanti. Giom. di Batt. vol. 4 
(1866) [187—192]. 

Naegelsbach, Über eine Klasse symmetrischer Funktionen. Zweibrücken 
1871. Gymn. Progr. 

Fiore, Dimostrazione d^una trasformazione di determinanti. Giom. di 
Batt. vol. 10 (1872) S. 170. 

Naegelsbach, Studien zu Fürstenaus neuer Methode der Darstellung und 
Berechnung der Wurzeln algebraischer Gleichungen durch Determinanten der 
Koeffizienten. Arch. d. Math. 69. Th. (1876) [147—192]. 

Garbieri, Nuovo teorema algebrico e sua speciale applicazione ad una 
maniera di studiare le curve razionali. Giom. di Batt. vol. 16 (1878) [1 — 17, 
108—147]. 

Crocchi, Sopra le funzioni Aleph e il determinante di Cauchy. Giom. 
di Batt. vol. 17 (1879) [218—231]. 

Del Ee, Belazione tra due determinanti. Giom. di Batt. vol. 19 (1881) 
S. 116. 117! 

Besso, Di alcune proprietä, dell' equazione differenziale lineare omogenea 
del second' ordine, e di alcune equazione algebriche. Acc. Line. mem. ser. 3. 
vol. 14 (1882—83) [14—29]. 

Marcolongo, Gener alizzazione di un teorema sui determinanti. Giom. 
di Batt. vol. 26 (1887) [298—302]. 
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Anglin, Thäor^mes sur les d^terminants. Bull. soc. math. de Fr. vol. 16 
(1887) [120—129]. 

Loria, Nota su una classe di determinanti. Giom. di Batt. vol. 26 (X888) 
[329—333]. 

Die beiden letzten Verfasser stellen als neue Ergebnisse dar, was schon 
von Anderen vorher gefunden worden war. 

Stadni6ka, Über Potenzdeterminanten und deren wichtigste Eigenschaften. 
Böhm. Ges. Ber. 1896 No. 22. 

Studni6ka, Beitrag zur Theorie der Potenz- und Eombinationsdetermi- 
nanten. Böhm. Ges. Ber. 1897 No. 1 und Neuer Beitrag . . . ebenda 1897 No. 16. 

Borchardt, Stern a. a. 0. und Andere beschäftigen sich mit einer andern 
Art der YeraUgemeinerung der Determinante von Cauchy. 

Der Leser möge überdies auch die Schriften über Determinanten von 
Günther, Scott, Baltzer und Anderen einsehen. Günther, Det. 1877. S. 69. 
Scott, Det. 1880. chap. 9 [116—128]. Baltzer, Det. 1881. § 10 [86—109]. 

Ztmächst leuchtet vor Allem ein^ dass die oben gekennzeiclmete 
allgemeinere Determinante durch das Produkt der gegenseitigen Diffe- 
renzen aller der Grössen a theilbar ist; daraus schliessen wir alsO; 
dass sie durch die Determinante 2) von Vandermonde theilbar ist. 
Wir heben nun den besonderen Fall hervor, man habe aus der De- 
terminante Yandermondes eine Zeile (die mit den r-ten Potenzen der a) 
weggenommen und dort die Zeile mit 9^ten Potenzen der a eingesetzt. 

Man erhält hiermit die Determinante: 



JB = 



1 


1 


• • • 


1 




«1 


a^ 


• • • 


»n 




a,r-^ 


«2 


• • • 


a/- 


■1 


«l" 


«2** 


• • 


a„« 




Oi'-+i 


a/+^ 


• • • 


«/■+■ 


■ 1 


• 


• 
/IL« 1 


• • • 
• • • 


• 


1 



Offenbar muss i2 theilbar sein durch D, also: 

wo Q nothwendig eine ganze Funktion der Elemente ist. 

Bezeichnen wir mit c, c, ... c» die einfachsten symmetrischen 
Funktionen der n Grössen a, also die mit abwechselnden Vorzeichen 
versehenen Koeffizienten der Gleichung, deren Wurzeln die a sind, so 
sehen wir deutlich, dass identisch sein muss: 



«—2 






+ (— \ycn = 

+ (— l)"c„ = 



9 
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Theil ü: § 34. Determinanten aus Binomialkoeffizienten. 



Wenn man daher die Werthe von a^ a^ . . , ar^ , die man hieraus 
erhält^ in die Determinante i2 einführt, so ergiebt sich eine Determi- 
nante, deren Elemente in der (r + l)-ten Zeile Polynome sind, die 
mithin in ein Aggregat einer gewissen Anzahl Determinanten mit 
eingliedrigen Elementen zerfallt. Diese Determinanten sind, mit Aus- 
nahme von einer, alle Null, weil sie zwei parallele identische Zeilen 
enthalten. Es verschwindet aber im Gegentheil die Determinante 
nicht, in der die r-ten Potenzen der a vorkommen. 
Man erMlt demnach 

i2=(_l)n-r-ie,„_^2) 

Der Quotient: ü getheilt durch D hat mithin den Werth 
(— l)**~'*—^Cn_r, stellt sich also dar als die Summe derjenigen Pro- 
dukte der Grössen a, worin jedesmal (w — r) von ihnen vereinigt sind. 



8 34. Determinanten, die aus BinoniialkoefBzienten gebildet sind. 

Determinante von Zeipel. 

Man erkennt leicht, dass die Determinante: 



/m\ (m + 1\ (m -\- w\ 



m + w + 1 



) 



\ M )\n) 



( 



m -\- 2n — 1 



n 



) 



den Werth 1 besitzt. 

Denn zieht man von jeder Spalte die vorausgehende ab, so er- 
hält man eine Determinante derselben Gestalt, aber von niederer Ord- 
nung. Also wird unsere Determinante der ähnlichen von der zweiten 
Ordnung gleichkommen, nämUch: 



/m\ (m + 1\ 

UA 1 ) 



und diese ist gleich 1. 

Desgleichen besitzt den Werth + 1 die auf folgende Weise aus 
Binomialkoefßzienten gebildete Determinante: 
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( 



("t") ( 



w + w + 1 



m 



m + w -f- 1\ /m + n + 2 



m 



)(■ 



m 



)... ( 
)•••( 



2m + w 



m 



) 



2m -f" ** + 1 



m 



) 



c 



2m + n\ (2m + w + 1 



m 



') ( 



m 



) 



( 



3m + w 



m 



) 



Sie ist eine Determinante der Art, wie sie von Hankel unter- 
sucht wurden, und ihr Werth lässt sich mit Hilfe der Lehrsätze, die 
wir seiner Zeit abgeleitet haben, finden. 



Die Determinante von Zeipel wird auf folgende Weise dargestellt: 

/m\ / m \ { 1^ \ 

\p) \P + V ■• \p^-r) 

{m + 1\ (m + 1\ {m + 1\ 

\ P )\p + l)'- Kp + r) 



A = 



fm -\- r\ (m + r\ 

\ P ) \P + V 



/m -f- A 
\JP + ^/ 



Zeipe}, Om determinanter, hvars elementer äro BinomialkoSfficienter. 
Lundfl Univ. Arsskr. t. 2. 1865 (Act. Univ. Lund. 1866. 3. Nr 2.) [1—68] S. 4flF. Man 
sehe auch Günther, Det. 1877. S. 80ffl Scott, Det. 1880. chap. 6. art. 21, 27—30. 

Beachten wii*, dass die Elemente der ersten Zeile zum gemein- 
samen Faktor m haben und die Elemente der ersten Spalte des- 
gleichen (1 :jt)). 

Stellen wir diese Faktoren voran, so wird das erste Element 



/m — 1\ 

\p-\). 



So können wir die entsprechenden gemeinsamen Faktoren bei den 
Elementen der andern Zeilen auch loslösen und voransetzen, und 
gleicherweise bei den Spalten. 



Es ergiebt sich demnach: 



. m (m -f- 1) • • • (^ + ^) 

"" jpCp + I) ... (p + r) 



(p-l) ''{p 



m — 1 

+ r- 



i) 



/m + ^ — 1\ 



(m -\- r — 1\ 
\p + r-l) 
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Theil ü: § 34. Determinante von Zeipel. 



und der zweite Faktor ist hier wiederum eine Determinante genau 
derselben Form^ wie die^ von der wir ausgingen^ mit dem einzigen 
Unterschiede, dass m in (m -— 1) und j) in (jp — 1) verwandelt sind. 
Fahren wir mit dieser Behandlung fort und beachten, dass 

/m + r\ 

m (m -f- 1) • • • (ni'\-r) \r -{- 1/ 



p(p + l) ••• (jp + r) 



{P + r\ 



so ergiebt sich zum Schluss: 



A = 



(m -^ r\ 
r+l) 

ifU) 



(m -\- r — 1\ 
V r + l ) 



( 



m-\-r — i> + 1 
r + 1 



) 



('t!) 



X 



X 



( 



C"^") 



m — J) + *■ 







)■•■( 



(•»7») 



m — i> + ^ 



) 



Nun gewinnen wir für diese letztere Determinante aus unserer 
Erörterung zu Beginn dieses Paragraphen den Werth 1, also erscheint A 
einzig mittelst des vorher aufgezeichneten Ausdrucks in den Binomial- 
koeffizienten dargestellt. 

Eine andere aus Binomialkoe^ienten gebildete Determinante ist 
von Studnicka behandelt worden. 

Es ist die folgende: 



(?) • » 
(?) (?) 1 

(m\ (m\ (m\ 



... 



... 





1 



(?)(*-i)G-2) •■•(?) 
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ihr Werth ist 



( 



m -\-k — 
k 



') 



Studni6ka, Notiz über einige Determinanten, in welchen Binomialkoeffi- 
zienten als Elemente auftreten. Böhm. Ges. Ber. Jahrg. 1879 N. 28 [292—295]. 

Noch eine weitere ahnliche Determinante behandelte Studnicka, 
nämlich: 



— 1 







(") 

(?) ("?') -2 

(%')("• 7') 















( 



Jc+l) \ Je ) \Jc — l) 



-(Ä + 1) 
/m — 1c+l\ 



Ihr Werth ist kl^Ck, wenn man unter ^Ck die Summe der Pro- 
dukte zu je Je Faktoren der Zahlen 1, 2, ... (n — 1) versteht. 

Stadni6ka, Über eine neue Formel der Kombinatorik. Böhm. G«s. Ber. 
Jahrg. 1879 N. 29 [296-298]. 

über diese aus Binomialkoeffizienten gebildeten Determinanten 
hat man, ausser den angeführten Arbeiten, noch einzusehen: 

Janni, Nota sullo svilupj^o di un determinante. (Eine gesondert erschienene 
kleine Schrift, vergl. BuU. di bibl. e di stör. Bonc. t. 11. 1878. S. 296.) 

Stern, a. a. 0. Siehe oben S. 130, Joum. f. Math. Bd. 66. S. 287 f. 

Caldarera, Sa talune proprietä dei determinanti, in ispecie di quelli a 
matrici composte con la serie dei numeri fignrati. Giom. di Batt. vol. 9 (1871) 
[223—232]. 

Bonolis, Sviluppi di alcuni determinanti. Giom. di Batt. vol. 16 (1877) 
[113—134]. 

Stern fand neben Anderem diese Formel: 



i'i) (?) 
(?) (t) 



(!■) 
(t) 



(»üx)(„^i) ■••(„!: i) 



D 



5*-2 gn-S . ^n-i 



. (n - 1)^ 
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Theil 11: § 35. Bemoollische und Eulersche Zahlen. 



wo 2) die Determinante Cauchys ausdrücken soll^ diese aus den 
Grössen x^x^ . , ,Xn zusammengesetzt. (Siehe § 33.) 



8 85. Die Zalüen Bemonllis und Eulers» durch Determinanten 

dargestellt. 

Mit Hilfe von Determinanten^ die aus Binomialkoeffizienten ge- 
büdet sind, kann man die sogenannten Bernoullischen und 
Eulerschen Zahlen darstellen. 

Wir wollen setzen 



(X> 



»2 m 



CG 



,2m —1 



ö ^^^"' (2m — 1)1 



(X> 



.2 m 



sec X 



= > ^2m 

J^ (2w)! 

^ ^ 



dann heissen die Zahlen: 



B 



2m 



2m 



i2m/o2m 



2sm^2=m___ j^ 



ß 



2m ; 



K 



2m 



beziehungsweise BernouUische und Eulersche Zahlen. 

Bedient man sich der Bekursionsformeln; die für solche Zahlen 
bestehen (Siehe des Verfassers Bepertorium der höheren Mathematik I. 
Leipzig 1900. Kap. 18, § 3.), so kann man für sie eine Darstellung 
durch Determinanten finden. 

Und zwar ergiebt sich: 



^2m = (- 1) 



m — 1 







(?) 

(!) 



(ö 










1 
1 



ßm — 1\ /2m — 1\ /2m — 1\ 
V 1 JV 3 )-[2m-^) 
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Eim == 



ö) 
ß) 





1 



© 



/2m — 2\ /2m — 2\ 

Ca") fr) 

















/2m — 2\ 
\2w — 4) 



2m 

( 2m \ ( 2m 
\2m — 4) \2m — 2 



) 



Über diesen Oegenstand vergleiche man: 

Scherk, Von den numerischen Ooef&cienten der Secantenreihe , ihrem 
Zusammenhange und ihrer Analogie mit den Bemoullischen Zahlen. Mathe- 
matische Abhandlungen. Berlin 1826. I. S. 1 — 30. 

V. Stau dt, De numeris Bemoullianis. Erlangen 1846. 

Schlömilch, Neue Formeln zur independenten Bestimmung der Sekanten- 
und Tangentenkoeffizienten. Arch. d. Math. 16. Theil. (1861) [411—418]. 

Naegelsbach, Zur independenten Darstellung der Bemoullischen Zahlen. 
Zeitschr. f. Math. 19. Jahrg. (1874) [219—233] S. 227 ff. 

Lucas, Thdorie nouveUe des nombres de Bemoulli et d'Euler. Ann. di 
mat. ser. 2 t. 8 (1877) [66—79]. 

Günther, Det. 1877. S. 101 f. 

Saalschütz, Yorlesimgen über die Bemoullischen Zahlen. Berlin 1893. 

Haussner, Zur Theorie der Bemoullischen und Eulerschen Zahlen. Ges. 
d. Wiss. Göttingen Nachr. 1893 [777—809]. 

Haussner, Independente Darstellung der Bemoullischen und Eulerschen 
Zahlen durch Determinanten. Zeitschr. f. Math. 39. Jahrg. (1894) [183—188]. 

Für dieselben Koeffizienten lässt sich auch eine Ausdrucksform 

angeben mittelst Determinanten^ die aus Fakultäten gebildet sind^ wie 

wir im folgenden Paragraphen zeigen wollen. 



g 86. Determinanten» aus Fakultäten gebildet. 
Die Determinante 



IT 1 



1_ 

2! 



1 
lY 





1 



n\ (n — 1)1 (w — 2)! 
hat den sehr einfachen Werth 

nl 



. . . 
. . . 



1^ 
1! 
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Theil II: § 37. Determinanten aus Wurzeln der Einheit. 



Hierüber kann man einsehen: 

D'Ovidio, Due teoremi di detenninanti. Giom. di Batt. vol. 1 (1863) [135—139]. 

So wird auch: 

10 



1 1! 








1 2 


2! 





1 3 


3.2 


3! 






% 



u« 



= A'»Mol!2!3! . • n! 



1 n n(n— 1) n(n — l)(n — 2) 

indem man unter A^Uq die Differenz n-ter Ordnung der (n + 1) 

Grössen Wq % . . . m» versteht. 

Janni, Algebra. Napoli 1876. S. 23. 

Mit Hilfe von Determinanten aus Fakultäten lässt sich noch eine 
Darstellung der im vorausgehenden Paragraphen besprochenen Zahlen 
Bemoullis und Eulers geben. Man erhält: 
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Ein, = i2m)\ 
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(2w) 


! (2w — 2)! 


(2w — 4)1 2! 
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Bi,n =^ (- iy+\2m)\ 
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Man sehe: 


(2m + 1)1 


(2m)l (2w — 1)! 
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Glaisher, Expressions for Laplaces coefficients, Bemoullian and Eulerian 
numbers as determinants. ^it Fortsetzungen unter dem Titel: On a class of 
determinants) Mess. of math. vol. 6 (187*0 [49—63], vol. 7 (1878) [160—166], 
vol. 8 (1879) [168—167]. 



§ 37. Detemünanten aus Wurzeln der Einheit, besondere Systeme. 

Es sei eine zyklische Determinante vorgelegt, gebüdet aus den 
n-ten Wurzeln der Einheit (n als Primzahl gedacht). Ist a eine w-te 
Einheitswurzel und r eine sogenannte primitive Wurzel der Zahl n, 
so sind: 
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a a*" a*"^ • • • a*"* 



die sämmtlichen n verschiedenen Wurzeln der Einheit. 
Wir bilden die Determinante: 



Ä = 






ff . . 



a' 



^«—2 



a 



a 



r2 



a 



fM—i 



^«—8 



Diese Determinante ist von Stern untersucht worden. 

Stern a. a. 0. Siehe oben S. 73, Joum. f. Math. Bd. 73 (1871) S. 378 ff. 

Setzen wir 

so findet sich der Werth der Determinante A gleich 

n— 2 

wenn 



2 



oder gleich 



n = 4i» + 1 

n — 2 



- Q»«" 



2 



wenn 



n = 4m + 3. 



Wir betrachten nun Determinanten^ die einzig aus den Elementen 
1 und — 1 zusammengesetzt sind. 
Die folgende 

— 1 —1 ... —1 +1 -fl ... +1 
_1_1..._|-14-1_|-1..._1 



+ 1 -1 



+ 1 



ist eine zyklische Determinante; in der p Elemente (p<^n) der ersten 
Zeile den Werth — 1 haben und die übrigen (n — p) gleich + 1 sind. 
Sie wurde erörtert von Gatalan^ und ihr Werth ist: 

Catalan, Becherches sur les däterminants. Acad. de Belg. Bull. t. 13. 
V partie. (1846) [634—666]. 
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Theil II: § 37. Determinanten aus den Elementen und 1. 



Nelmien wir ^ = 1 an und setzen die letzte Zeile an die zweite 
Stelle^ die vorletzte an die dritte ... ^ so erhalten wir die Determinante: 

— 1 +1 ... +1 
_|_ 1 — 1 . . . _|_ 1 



Cn = 



+ 1 +1 



worin alle Elemente gleich 1 sind mit Ausnahme derer der Haupt- 

diagonale^ die den Werth — 1 erhalten. 

In einem Aufsatze von Fouret wird diese Determinante unter 

der Bezeichnung Cn nach zwei anderen behandelt^ die beziehungsweise 

An, Bn heissen: 

1 1 1 ... 1 



An = 



■B» = 



10 1 
110 

• • • 

111 

11 

1 1 

. • . 

111 



1 
1 

• 



1 
1 

• 





In der ersteren sind alle Elemente gleich 1 mit Ausnahme der 
(n — 1) letzten in der Hauptdiagonale und diese gleich Null, in der 
zweiten sind alle ausserhalb der Hauptdiagonale befindlichen Elemente 
gleich 1 und in der Hauptdiagonale stehen nur NuU-Elemente. 

Fouret, Sur un mode de transformation des d^termioants. Bull. soc. 
math. de Fr. t. 14. 1886—1886 (1886) [146—161]. 

Fouret, Remarque sur certains di^terminants numt^riques. Bull. soc. math. 
de Fr. t. 16. 1886—1887 (1887) S. 146 f. 

Wenn man in An von der ersten Spalte die zweite abzieht, so 
ergiebt sich: 

An = An—1 

und setzt man dasselbe Verfahren fort, schliesslich: 

An = (- 1)»-1 

Wenn man bei der zweiten Determinante die übrigen (n — 1) 
Spalten zur ersten addiert, so erhS.lt man: 

Bn = (n—l)An 
und daraus weiterhin: 

Bn = {n-l){-iy-^ 



f 37. DetenninMiten «ob den Elementen und 1. 
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Und fägt man schliesslich in C. zq allen andern Spalten die 
erste hinzu, so ergiebt sich: 

mithin: 

C, = (-l)— ^2— H»-2) 

Man kann die Determinante Cny wie es Fouret gethan hat, zu 
dem Nachweis der folgenden geschmackvollen Umwandlung einer 
Determinante benutzen. 

Es sei eine Determinante der Ordnimg m{m^n) gegeben. 

Wir wählen n Spalten aus und innerhalb der dadurch 
ausgezeichneten Matrix ziehen wir von den Elementen einer 
jeden Spalte die entsprechenden Elemente der andern ab. 
Die neue Determinante, die dabei entsteht, kommt der ur- 
sprünglichen, wenn diese erst mit — (•» — 2)2*"^ multi- 
pliziert wird, gleich. 

Es lässt sich wirklich die neue Determinante als Produkt der 
vorgel^ten und des Faktors ( — 1)"C« ansehen, wenn man dieser 
letzteren in passender Weise Zeilen und Spalten hinzufügt, so dass 
man sie zur Ordnung m überführt, wenn man nämlich schreibt: 



(- 1)" c. 



1 
1 

• 

1 





1 •• 
1 •• 

• • • 

1 •• 

•• 



•• 



1 





... 


1 





... 


1 





... 





1 


... 





• 


• • 1 



Da man den Werth von C^ kennt, erscheint danach der Lehrsatz 
erwiesen. 

Eine weit allgemeinere Determinante, als die (7«, ist die folgende, 
welche von Studnicka erörtert worden isi 



1 1 

1 1 

1 -1 

1 1 



1 
1 
1 
1 



1 

1 
1 
1 



1 
1 
1 
1 



— 1 1 
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Theil TL: § 37. Detenninanten besonderer Systeme. 



Für sie ergiebt sich als Werth 2"""^. 

Stadni6ka, Über eine neue Determinanteneigenschaft. Böhm. Ges. Ber. 
Jahrg. 1880. N. 7 [60—64]. 

Im Zusammenhang mit diesen Determinanten können wir gewisse 
andere hier betrachten, die Roberts (Nouv. ann. 2. ser. t. 3. S. 139 f.) 
vorgelegt hat, nämUch solche wie: 

«1 1 1 • • • 1 

1 «2 1 • • • 1 
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a. 



Man lese darüber: 

Ferrara, Soluzione della questione 694 dei Nouvelles Annales. Giom. di 
Batt. vol. 2. (1864J S. 961 

Torelli, Soluzione della questione 694 dei Nouvelles Annales. Giom. di 
Batt. vol. 2. (1864) S. 191. 

Smet-Jamar, Question 694. Nouv. ann. 2. s^r. t. 3 (1864) S. 396 f. 

Diese Determinanten werden auf die vorangehende Cn zurückge- 
führt, wenn die a aUe gleich — 1 angenommen werden. 
Der Werth dieser Determinante ist: 

(a,-l)(«,-l)...(«,-l) + 2'K-l)K-l)---K_i-l) 

(»l»2"»tt— l) 

wobei (ij ^2 • • • *n— i) anf jede mögliche Weise unter den Zahlen 
1, 2, ... w ausgewählte (n — 1) Kennziffern vorstellen. 

Wenn man an Stelle der Elemente 1 andere Elemente mit dem 
Werthe x einsetzt, so erhält man eine weit allgemeinere Determinante, 

die von Torelli (a. a. 0.) behandelt wurde. Siehe auch 
Cesa.ro, Corso di analisi algebrica. Torino 1894. S. 16. 
Die folgende Determinante stellt einen noch höheren Grad der 

Allgemeinheit dar: 

«1 ÄJg iTj • • • Xn 
X^ a^ X^ ' " Xn 
X^ X^ CCq ' " Xn 

• • • • • • • 

X^ X2 X^ ' " Un 

Sardi, ün teorema su' determinanti. Giom di Batt. vol. 6 (1868) [367 — 360]. 
Siehe auch Capelli-Garbieri, Algebra. Padova 1886 S. 326. 

Ihr Werth ist: 



V 



{<^i—^i)i<h—^2)-<^n-Xn)+^Xi^{ai^-Xi;){ai^—xO'''(ai^^-Xi^_^ 



§ 38. Ganze Funktion von x in der Form einer Determinante 
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Wenn die ct^cc^ , . . ccn die Form haben: 

Xi-}- (X — Ä), .4 = a?! + iCi -| \'Xn 

SO erhalten wir dann das Ergebniss: 

x(x — Ay—^ 

Siehe Lucas, Sur une formule d'analyse, C. R. t. 70. janv. — juin 1870. 
S. 1167 f. 



38. Eine ganze Funktion von X wird in Form einer Determi- 
nante ausgedrückt. 

Es lässt sich leicht nachweisen^ dass die Determinante: 



D = 



»0 «1 


Og • 


• • o«_i a„ 


1 X 


• 


■' 


—1 


X • 


• 


• • 




• • 

• 


• • • • 

■• X 





• 


■Ix 



eine Darstellung des Polynoms ist: 

üqX"* + «1^»""^ + ••* + «« 

Man lese: 

Günther, Über aufsteigende Eettenbrüche. Zeitschr. f. Math. 21. Jahrg. 
(1876) [178—191] S. 187. Desgleichen Günther, Det. 1877. S. 204. 

Laisant, Sur un däterminant remarquable. Bull. soc. math. de Fr. vol. 17 
(1889) [104—107]. 

Denn wirklich, entwickeln wir diese Determinante nach den Ele- 
menten ihrer ersten Spalte, so erhalten wir: 



«o^" + 



«1 Og 


• • • ttn—l dn 


1 X 


... 


• • 




• • • • • 

. . • — 1 X 



und diese zweite Determinante hat die nämliche Gestalt, wie die, von 
der wir ausgegangen, ist jedoch von niedrigerer Ordnung. Bei Fort- 
setzung des angedeuteten Verfahrens wird die Behauptung erwiesen. 
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Zu demselben Ergebniss gelangt man, und sogar noch leichter^ 
wenn man die Determinante nach den Elementen der ersten Zeile 
entwickelt. 

Setzt man an Stelle der Elemente — 1 Elemente — y ein, so 
ergiebt sich eine binäre Form in x und y. 

Eine verwandte Determinante betrachtet Mansion (Elemente der 
Theorie der Determinanten. Leipzig 1878. S. 17), nämlich: 



nxAWJj.« x^vx 


L/AIJIK Avy • 


k^. N^. .M. t 


1 1 1 •• 


• 1 •■ 


• 


110- 


• • 


•00 


11- 


•00- 


•00 


0- 


■ • 


• 11 



Diese Determinante erhält man aus der vorangehenden D, wenn 
man x = — 1 annimmt, die Determinante mit ( — 1)" multipliziert 
und einige von den ersten a gleich 1 setzt, die übrigen aber 
gleich Null. 

Es findet sich dann, dass der Werth dieser Determinante Null 
oder auch 1 ist, weil er gleichkommt: 

(- i)»[i .(- 1)» + 1 •(- 1)"-^ + • • • ] 

Mit einer Determinante von ziemlich ähnlicher Gestalt, die jedoch 

noch allgemeiner ist, beschäftigt sich Escherich. 

Escherich, Bestimmung einer Determinante. Monatsh. f. Math. 3. Jahrg. 
(1892) S. 19 f. 

An Stelle der x innerhalb der Hauptdiagonale setzen wir der 
Reihe nach x^x^ - ^ -Xn und an Stelle der — 1 in gleicherweise ge- 
ordneter Folge — y^ , — ^2 ; • • • — Vnf dann entsteht die von Esche- 
rich erörterte Determinante: 



a, 





Vi 




a. 



— Vt X, 



— J/2 







an 



D 

Xfi 



Diese Determinante wird gleich dem Ausdruck: 



«0«! •••«„ + «1^1 «2 • • • a;„ -f OitfiifiXi ■•■Xn + 
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§ 89. Die Summen gleicher Potenzen der Wurzeln in der Form 

von Determinanten. 

Es sei die Gleichung vorgelegt: 

«0^** + ai^**"^ -|- . . . -j- a„ = . 

Man weiss, dass bei Einführung der Bezeichnungen «i «2 • • • ^»» (^ :^ w) 
für die Summen der gleichen Potenzen der Wurzeln dieser Gleichung 
die (nach Newton benannten) Beziehungen Geltung haben: 

^0^1 + ö^i = 

%h + ^ih + »2^1 + 3a3 = 



Wir betrachten nun die Determinante: 



»0 



a 



2 




«1 








a 







dm— 2 Ctm — S ö^m— 4 








a. 



2a, 
Sag 

«0 (m — l)a^_i 



a, ma 



m 



Wenn wir die erste Spalte mit s^ multiplizieren, die zweite mit 
^2 und so fort, die (m — l)-te mit Sm—i und zu der m-ten Spalte 
addieren, so werden in dieser die (m — 1) ersten Elemente, in Folge 
der Newtonschen Formeln, gleich Null und das letzte Element wird 
— a^Sm» Die Entwicklung der Determinante schränkt sich also auf 
das Produkt der Hauptelemente ein, weil alle Elemente auf der einen 
Seite der Hauptdiagonale verschwinden, und man erhält demzufolge 
als Werth dieser Determinante 

Äq Sm 

Es erscheint also, abgesehen vom Faktor a^ y unter der Form einer 
Determinante die Sunmie Sm der m-ten Potenzen der n Wurzeln der 
vorgelegten Gleichung, (m ^ n) 

Einige Erörterungen über Determinanten dieser Gestalt findet 

man bei: 

Yito Eugenio, Considerazioni intomo a taluni determinanti particolari. 
Giom. di Batt. vol. 8 (1870) [286—290]. 

Günther, Det. 1877 S. 110 f. 

Janni, V., Sopra una formola di Waring. Acc. di Napoli, Rendic. anno 17 
(1878) [27—31]. 

Garbieri in dessen Bericht über das Lehrbuch der Determinanten-Theorie 
von Günther. 2. Aufl. 1877. Bull, di bibl. e di stör. Bonc. t. 11. 1878 [267—318] 
S. 303 f. 

Pascal, Detenninanten. 10 
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Theil Ü: § 40. Determinante von Dostor. 



§ 40. Determinanten, die von dem Werthe gewisser Elemente 

unabhängig sind. 

Beachtung verdient die ' folgende Determinante w-ter Ordnung, 
die von Dostor behandelt worden ist, 



B = 



a 
a 
a 



a 
a 
a 



a 



a, 



28 



— a — a a 



a — a — a 



a 

«2n 

a 



wo die Elemente der ersten Zeile sämmtlich gleich a sind, desgleichen 
die in der Hauptdiagonale befindlichen. 

Die Elemente unterhalb der letzteren sind aber alle gleich — a 
und die übrigen Elemente o^g . . . Og« . . . «3« . . . sind ganz beliebig. 
Von den Werthen dieser letztgenannten Elemente ist die Determinante 
unabhängig. Und wirklich lässt sich zeigen, dass das Komplement 
eines jeden dieser Elemente Null ist. 

Wir können demnach den Werth der Determinante berechnen, 
indem wir alle die Elemente a^g . . . Osn • • • gleich Null setzen, und 
dann findet sich: 

D = 2«-^«»». 

Dostor, Propri^t^ des d^terminaaits. Arch. d. Math. 66. Theil (1874) 
[238—240]. 



§ 41. Determinanten gebrochener Funktionen. 

Man nennt Determinanten gebrochener Funktionen solche, 
die in der Gestalt auftreten: 



M-n 



«1 


1 








«« 


<h 


1 





«8 




«2 


«1 


1 


a„ 


«n- 


-1 «n- 


-i «n— 8 • 



.. 
.. 
.. 



. . ai 



Sie führen diesen Namen, weil mit ihrer Hilfe, wie sich ohne Weiteres 
zeigen lässt, die Koeffizienten der rationalen gebrochenen Funktionen 
oder der Bruchfunktionen ausdrückbar sind. 
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Wenn wir solche Determinanten nach den Elementen der ersten 
Spalte entwickeln, erhalten wir sogleich die folgende Rekursionsformel 

Setzen wir jetzt 

a(x) = 1 -[- a^^x + a^x^ + a^x^ -[-... 

so lässt sich leicht darthun, dass [1 : a(x)] gleich ist 

A{x) = 1 — A^x + A^x^ — A^xr^ -\ 

wobei die A die Gestalt der oben niedergeschriebenen Determinante 
haben. 

Multiplizieren wir nämlich a(x) mit A(x), so ergiebt sich: 

A{x) . a(x) = 1 — {A^ — ai)x + (A2 — A^ + ^2)^* + • • • 

und da nach der Rekursionsformel auf der rechten Seite sämmtliche 
Koeffizienten verschwinden, so erhalten wir einfach: 

A(x),a(x) = 1 

womit die Behauptung erwiesen ist. 

Wegen dieser und anderer ähnlicher Betrachtungen lese man 

Dietrich, 0l3er den Znsammenhang gewisser Determinanten mit Bruch- 
funktionen. Joum. f. Math. Bd. 69 (1868) [190—196]. 



Hier ist unter 



§ 42. Die Determinante von Smith. 

Wir betrachten die folgende Determinante, die ihren Namen 
nach Smith erhalten hat, 

(1,1)(1,2)...(1,«) 
D = 

(n, 1) (w, 2) • • • (w, n) 

der grösste gemeinschaftliche Theiler der beiden Zahlen i, j zu 
verstehen. 

In der Zahlentheorie bezeichnet man mit dem Symbol g)(n) die 
Anzahl der Zahlen, welche kleiner sind als n und dabei zu n relativ 
prim, und bekanntlich ist der Werth der Summe 

m 

10* 
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Theil Ü: § 42. Determinante von Smith. 



wenn die Summation sich auf alle Zahlen m erstreckt^ die Theiler 
von n sind, gleich n^ also 



2^g,(m) = 



n 



m 



Daher lässt sich der grösste gemeinschaftliche Theiler (i, j) zweier 
Zahlen i,j in der Form einer Summation darstellen über eine Anzahl 
von 9(m), ausgedehnt auf alle m, die gemeinschaftliche Theiler der 
beiden Zahlen i^j sind. Wir können nämlich schreiben: 

wobei üik, djk die Einheit oder Null darstellen, jenachdem Ic ein Theiler 
von i und j ist, oder nicht. Daher sind atk , ajk Null, wenn Jc> i 
oder aber k >^*. 

Danach stellt sich die Determinante der aik wie folgt dar: 

1 ... 
1 1 ... 
1 1 ... 

• • • • • • • 

und ihr Werth beträgt 1, weil alle Elemente auf einer Seite der 
Hauptdiagonale Null sind. 

Da man die vorgelegte Determinante nun als das Produkt auf- 
fassen kann von 



und 



^11 %2 • • • 




^21 ^22 • • • 

. . • . . 




«11 9» (1) «18 9 (2) 


«81 9(1) «aa 


9,(2) 



ain(p{n) 



und weil die erstere Determinante gleich 1 ist, die zweite gleich 
1 .9(1)9(2) .. • (p{n), so ergiebt sich schliesslich der Werth der De- 
terminante von Smith zu 

9(1) 9(2) . . . 9(w) 

Es giebt über so gestaltete Determinanten Untersuchungen von 

Smith, On the value of a certain arithmetical determinant. Proc. Lond. 
math. soc. vol. 7 (1876—76) [208—212]. 

Mansion, Demonstration d'un thäor^me relatif ä, un determinant remar- 
quable. Acad. de Belg. Bull. (2) t. 46 (1878) [892—899]. 
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Mansion, G^näralisation d'un th^or^me de M. Smith. Ann. soc. sc. Brux. 
t. 2 (1878) [211 — 224]. Auszugsweise in Mansion, Sur la thöorie des nombres. 
Gand 1878. § 3. 

Catalan, Th^or^me de MM. Smith et Mansion. Nouv. corr. math. t. 4 
(1878) [103—111]. 

Le Paige, Sur un th^or^me de M. Mansion. Nouv. corr. math. t. 4 
(1878) [176—178]. 

Cesäro, Determinanti in aritmetica. Giom. diBatt. vol. 23 (1886) [182 — 197]. 

Cesäro, Considärations nouvelles sur le d^terminant de Smith et Mansion. 
Ann. de V6c. norm. 3® sör. t. 2 (1886) [426—436]. 



§ 48. Determinanten aus Differenzen. 

Es sei eine Reihe von Grössen 

1 2 ^8 * * * ^^ ^n-\-l • • • 

vorgelegt. 

Man bilde die ersten Differenzen 

Af ' A'^^ A^" . . . Ai« . . . 
danach die zweiten, die dritten und so fort, also die Reihen: 

A?> A</> Af ■■■ AS' ■■■ 

A?> A^" A^»> . . . A<f> • • • 

• • • •••• ••• 

^(«-D ^(,-1) ^(,-1) . . . ^(^„-D . . . 

und man setze voraus, dass diese letzte Reihe nur eine Konstante von 
dem Werthe C enthält. 

Bildet man mit den ersten n Spalten aus dem Schema 
der vorstehend verzeichneten n Zeilen eine Determinante, so 
wird diese ihrem absoluten Werthe nach der w-ten Potenz 
der Konstanten C gleich sein. 

Siehe Eaimondi, Un teorema sui determinanti di differenze. Giom. di 
Batt. vol. 26 (1888) [186—188]. 

Dieser Satz ist (der Meinung des genannten Schriftstellers ent- 
gegen, der ihn anscheinend für neu ansah) seit lange bekannt, ist er 
doch derselbe, den wir bei Gelegenheit der Hankeischen Determi- 
nante (Siehe S. 69) besprochen haben. 

Eine andere Art der Diflferenzendeterminante haben wir schon 
auf S. 40 f. behandelt und zu ihr bildet die hier betrachtete Determi- 
nante wiederum einen besonderen Fall. 

Es möge die Reihe der n Grössen 
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Theil U: § 44. Besondere zyklische Determinanten. 



vorgelegt sein und dazu die Reihen ihrer ersten, zweiten . . . Differenzen 
gebildet werden. Die Anfangsglieder dieser Reihen sind: 

Dem entsprechend gehört zu der Reihe der n Grössen 

die Reihe 

6i, A6i, A^b^, ... A«-i6i 

und dasselbe Verfahren der Zuordnung lässt sich für Elemente c^d, .,, 
wiederholen. Es besteht dann die Determinantengleichung: 

a^ Aoi A^a^ . . . A^—^a^ 
\ A\ An^ ... A'^-ifei 



«1 «2 

\ feg 



6n 



Setzen wir aber 



»8 = 






«8 = Og = Ci 

• • • • • 

SO erhalten wir im Besonderen die vorhin besprochenen Determinanten 
wieder. Allgemeinere Sätze, die sich im Anschluss hieran von Deter- 
minanten aussprechen lassen, lese man auf S. 41. 

Der Übergang, der sich von hier aus zu Determinanten machen 
lässt, wie sie in § 34 vorkamen, ist dort angedeutet; überdies ver- 
gleiche man 

Scott, Det. 1880. S. 20 und 81. Baltzer, Det. 1881. S. 27. 

Raimondi behandelt a. a. 0. eine Determinante, deren Elemente 
figurierte Zahlen sind. 



§ 44. Besondere zyklische Detemiinanten. 

Es ist vortheilhaft, hier auch der folgenden besonderen zyklischen 
Determinante Erwähnung zu thun: 



P + i , 2) + 2«, 


• • • p -^ nq 




i> + 2g,. i) + 3<z, 


■• • P + i 




p + nq, p + q, , 


• ■ ■ p -\- {n — 


-l)q 



§ 46. Kettenbrach-Determinanten. Kontinuanten. 
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Ihr Werth ist: 



A«(n— 1) 



(— 1) 3" {W Y + 2 ' I M" 



—i 



Für 
erhält man: 



^ = 0, ^=1 



1 2 3 ••• 

2 3 4 ••• 



n 



M 1 2 • • • « — 1 



_ /'_ 1\i«<'— ^) W(W + 1) ^„_5, 



(-ly 



Über diese Determinanten vergleiche man: 

Cremona, Solution de la question 466. Nouv. ann. t. 19 (1860) [161 — 163J. 
Siehe wegen der Fragestellung dieselbe Zeitschrift Bd. 18 S. 117 und weiter die 
S. 73 angezeigte Note von Cremona. 

Lemonnier, Calcul d*un döterminant. Bull. soc. math. de France, vol. 7 

(1879) [176—177]. 



§ 45. Determmanten der Kettenbrüche. Kontintianten. 



inante 


von 


der Form: 


«1 


1 


••• 


1 


Oj 


1 •■• 





1 


Oj ••• 


• 




• 




• • • • • • 

• • • a„_i 1 








... — 1 an 



= c„ 



in der also alle Elemente Null sind^ ausgenommen die der Haupt- 
diagonale, die beliebigen Grössen gleichgesetzt werden, und ausge- 
nommen weiterhin die in den beiden der Hauptdiagonale benachbarten 
und parallel verlaufenden Linien enthaltenen Elemente, die auf der 
einen Seite sämmtlich gleich -(- 1, auf der andern aber gleich — 1 
angenommen werden, heisst eine Kettenbruch-Determinante oder 
Kontinuante. (Muir.) 

Man kann jedoch auch weit allgemeinere Kontinuanten in Be- 
tracht ziehen, wenn man nur zum Beispiel an Stelle der Elemente 
— 1 oder der Elemente + 1 beliebige Grössen \, , . ^n—i einführt. 

Wenn man jene Determinante nun nach den Produkten von Mi- 
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Theil ü: § 46. Kettenbruch-Determinanten. Kontinuanten. 



noren entwickelt, die innerhalb der ersten m Zeilen enthalten sind, 
80 ergiebt sich: 

wobei durch Cn—v die Kontinuante bezeichnet wird, deren Haupt- 
elemente »v 4-1 ... an sind. 

Hieraus erhalten wir bei m = n — 1 eine Rekursionsformel, der 
die Kontinuanten Genüge leisten, nämlich 

Cn == dnCn—l "f" C«— 2 

Wir wollen die Anzahl der Glieder berechnen, die eine allgemeine 
Kontinuante enthält. 

Zunächst lässt sich leicht nachweisen, dass die Entwicklung der 
Kontinuante von gerader Ordnung auf eine Summe zurückzuführen ist, 
bestehend aus der Einheit und einer Reihe von Gliedern, wovon ein 
jedes eine gewisse gerade Anzahl der a mit dem Koeffizienten 1 zum 
Produkt vereinigt enthält, und wenn n ungerade ist, dieselbe Ent- 
wicklung auf die Summe von Produkten einer ungeraden Anzahl der 
a hinaus kommt. Und wirklich, bleibt dieses Gesetz bis zu den Kon- 
tinuanten {n — l)-ter Ordnung erhalten, so wird es auch für die von 
w-ter Ordnung zu Recht bestehen, wie man aus der oben aufgestellten 
Rekursionsformel ersieht. Nun ergiebt sich eben für w = 3 

Cg = a^a^a^ + »s + «i 
und für w = 2 

G^ = a^a^ + 1 

Daher wird das Gesetz stets giltig sein. 

Hieraus leiten wir ab, dass, wenn man an Stelle aller a die Ein- 
heit setzt, jedes Glied der positiven Einheit gleich wird, und in Folge 
davon erhalten wir in jedem Fall eine ganze Zahl, die die Anzahl der 
Glieder der allgemeinen Kontinuante darstellt. Diese Zahl wird also 
durch die Determinante 

110 



c„ = 



— 111 
—1 1 











gegeben. 

Die Rekursionsformel liefert für diese Determinante die Gleichungen : 

Cn = Cn — 1 "p Cn — 2 

Die Zahlen Cn bilden also eine Folge von ganzen Zahlen, von 
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denen jede der Summe der beiden vorangehenden gleich ist. Diese 

Folge pflegt man die Reihe von Pibonacci zu nennen. 
Lucas, Theorie des nombres. t. 1. Paris IWl. S. 457 ff. 
Es lässt sich nun leicht erweisen^ dass im Allgemeinen 

«.-(o) + ("T') + ("l')+- +("!') 

WO A; = ^w für den Fall: n gerade, oder aber Je = ^(n — 1) für 
den Fall: n ungerade. 

Wenn nämlich dieses Gesetz bis zu (n — 1) seine Geltung be- 
wahrt, das heisst, wenn: 

..-,-(% V(»T^) + (»7')+... 
- = ("ö') + Ct') + ("7*)+- 

so erkennt man, bei Beachtung der identischen Beziehung 



(r)+G-i)-(*"t'), 



leicht, dass auch für Cn dasselbe Bildungsgesetz giltig bleiben muss. 
Die Determinanten dieses Paragraphen heissen Kontinuanten, 
weil sie in Beziehung zu den kontinuierlichen oder Ketten- 
brüchen stehen. Man sieht ja ohne Weiteres ein, dass: 



«1 + ^ = 



— 1 a, 



a. 



a^ + 



«8 + 



«8 





Ol 1 


— 1 a, 1 


— 1 ag 




a, 1 






-1 «8 





und so wird im Allgemeinen der Kettenbruch 



' + «, + 



+ 



an 



gleich dem Quotienten zweier Kontinuanten, von denen die eine zu 
Hauptelementen die Elemente %...«« besitzt, die andere, im Nenner, 
die Hauptelemente a>2 . . , an- 
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Zu demselben Ergebniss gelaugt mau^ weun mau austatt der oben 
eingeführten Kettenbrüche diese weit allgemeinereu in Betracht zieht: 



Ö1 + 



«. + • 



On 



Ein solcher Eettenbruch ist gleich dem Quotienten der zwei 
Determinanten: 



und 



— 1 





\ 
1 o. 







a, 



s 



— 1 



"8 



— 1 




a. 







n 



•• 
•• 

• • 

• • • 

• • a 

.. 
.. 
.. 



«n 



von der Ordnung n 



von der Ordnung (w — 1) 



Die letztere Determinante ist das Komplement des Elementes a^ 
in der ersten. 

Solche Determinanten sind Kontinuanten viel allgemeinerer Art, 
als die vorher betrachteten, und man wird leicht einsehen, dass sie 
mit entsprechenden Eigenschaften ausgestattet sind. Entwickelt man 
zum Beispiel die erste von ihnen, die wir An nennen werden, nach 
den Elementen der letzten Horizontalreihe, so ergiebt sich 

Diese Rekursionsformel zeigt Ähnlichkeit mit der oben angeführten. 

In einem der vorigen Paragraphen sahen wir, wie die Summe 
gleicher Potenzen der Wurzeln einer Gleichung sich in Gestalt einer 
Determinante darstellen lässt (Siehe § 39). Ist die gegebene Gleichung 

a^x'^ + »liz?"— ^ -[-...-[- an = 
so ergiebt sich in der That: 





% % 









. . . 


{—lYaJ^Sm — 


2a^ a^ 




«0 

• 




. . . 

• • • • 




tnUm Cm- 


-1 


a»n- 


-2 


• • • a. 
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Setzen wir nun im Besonderen 

05 = 04= • • • = »n = 

«0=1; 

dann werden (n — 2) Wurzeln der vorgelegten Gleichung gleich Null 
und die übrigen beiden sind Wurzeln der Gleichung 

x^ + a^x + «2 = 

Es wird demnach augenscheinlich Sm nur die Summe der m-ten 
Potenzen der zwei Wurzeln dieser quadratischen Gleichung und sein 
Ausdruck in der Form einer Determinante 



(_ 1)^5^ = 



«1 1 . 


• • 


2a^ a^ 1 • 


• • 


a^ a^ ' 


•• 


• • • • 

0- 


• «1 



= a. 



a^l • • • 




m • • • • • 


-2a, 


•■ Ui 





«1 1 • • • 

«2 fl^i • • • 



• • • 



. . . ai 



m 



m ~ 2 



Man ersieht hieraus, dass Sm die Darstellung mittelst zweier Kon- 
tinuanten zulässt, wovon die eine (m — l)-ter Ordnung, die andere 
(m — 2)-ter Ordnung ist. 

Nimmt man a^ < 20^ an und stellt dann die zwei (komplexen) 
Wurzeln der oben verzeichneten Gleichung in der Form auf: 

^1 = y^ (^ös a + i sin a) , 
so kann man hieraus die bemerkenswerthe Formel gewinnen: 

cos a 1 ... 



cos mcc = 



1 






2 cos u 1 
1 2 cos a 














• 

2cosa 



Studni6ka, Eine neue Anwendung der Kettenbruch-Determinanten. Böhm. 
Ges. Ber. Jahrg. 1886 [3—6]. 
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Eine andere Determinante, die man aus der vorangehenden ab- 
leitet, indem man für das erste Element 2 cos a an Stelle von cos cc 
einsetzt, hat ihrerseits den Werth 

sin mcc 



sin a 



Studniöka, Beitrag zur Theorie der Potenz- und Kombinations -Determi- 
nanten. Böhm. Ges. Ber. Jahrg. 1897. I. N. 1 [1—20] S. 11. 

Und dies entspricht der nachstehenden, schon von Jacob Bernoulli 

(Mem. de Tacad. de Paris 1702) gegebenen Formel: 



sin mcc 
sin cc 



= (2 cos a)^-' — (^ 1 ^) (2 cos a)»"-» + 



Man kann die Lehre von den Kettenbrüchen in der Weise auf- 
bauen, dass man zum Ausgangspunkt der Betrachtung ihren Ausdruck 
mittelst der Determinanten wählt. Wir werden hier bei solchen Er- 
örterungen nicht verweilen und jetzt über diesen Gegenstand nur noch 

eine bibliographische Anmerkung beifügen. 

Die ersten, welche sich mit dem Stoff beschäftigt haben, waren 

Sylvester, On a remarkable modification of Sturms theorem. Phil. Mag. 
ser. 4. vol. 5 (1863) [446—466]. 

Sylvester, Ona fundamental rule in the algorithm of continued fractions. 
Phil. Mag. ser. 4. vol. 6 (1863) [297—2991 

Bamus, Determinantemes Anvendelse til at bestemme Loven for de con- 
vergerende Broker. Danske Forh. 1866 [106—119]. 

Spottiswoode, a. a. 0. Joum. f. Math. Bd. 61 (1866) S. 374. 

Painvin, Sur un certain Systeme dMquations Imdaires. Joum. de Math. 
(LiouvO 2« s^r. t. 3 (1868) [41—461. 

Heine, Auszug eines Schreibens über die Lam^schen Funktionen an den 
Herausgeber. Joum. f. Math. Bd. 66 (1869) [79—86] S. 80 f. 

Thiele, Bemaerkningeromkjaedebr0ker. Tidsskr.f.math.Tychsen. 2.Eaekke. 
6. Aarg. (1869) [144—146]. 

Günther, Darstellung der Näherungswerthe von Kettenbrüchen in inde- 
pendenter Form. Erlangen 1873. 

Von diesem letzteren Schriftsteller mag man mit Rücksicht auf weitere 
Bemerkungen und historische Hinweise das Kapitel 6 (Kettenbruchdeterminanten) 
in der zweiten Ausgabe seiner Theorie der Determinanten (Erlangen 1877) 
nachlesen. 

Von Günther vergleiche man weiter die Aufsätze: Beiträge zur Theorie 
der Kettenbrüche. Arch. d. Mati. 66. Theil (1873) [392—404] S. 397. — Über 
die allgemeine Auflösung von Gleichungen durch Kettenbrüche. M. A. Bd. 7 
(1874) [262—268], endlich die Schrift: Günther, Beiträge zur Erfindungs- 
geschichte der Kettenbrüche, Weissenburg 1872. 

Von demselben Gegenstände handelt auch: 

Muir, A theorem m continuants. Phil. Mag. ser. 6. vol. 3 (1877) S. 137 f. 

Muir, Extension of a theorem in continuants, with an important application. 
Phil. Mag. ser. 6. vol. 3 (1877) [360—366] die Benennung „Kontinuanten" betreffend 
Muir in einem Briefe an Sylvester, Americ. Joum. vol. 1 (1878) S. 344. 

Eine Determinante von der Art der Kontinuanten ist in neuester Zeit von 
Mollame untersucht worden. 
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Mollame, Sviluppo del determinante 

t« 1 • 
1 u 1 
1 u ' 













u 



di mat. vol. 3 (1893) [47—63]. 



6 relazioni notevoli che ne derivano. Riv. 

Man vergleiche auch Scott, Det. 1880. chap. 13 [169— 179], Baltzer, 
Det. 1881. § 3, 11 und § 8, 3 sowie Pringsheimin Encycl. d. math. Wiss. I. A. 3. 
Irrationalzahlen und Konvergenz unendlicher Prozesse. Art. 46. 



§ 46 — 50. Über die Determinanten der orthogonalen Substitutionen. 

§ 46. Allgemeine Eigenschaften. 



Eine Determinante 



a 



V 



heisst Determinante einer orthogonalen Substitution oder 
kürzer orthogonale Determinante, wenn zwischen ihren Elementen 
die folgenden Beziehungen bestehen: 






• • • 



+ an»' = 1 



Die Elemente einer orthogonalen Determinante sind eben die 
Koeffizienten einer orthogonalen Substitution, das heisst einer Sub- 
stitution, welche die besondere quadratische Form a^i + 0^2 + • • • + ^n 
unverändert lässt. 

Die erste Eigenschaft, die unmittelbar aus dieser Begriffsbe- 
stimmung hervorgeht, ist in dem Satze enthalten: 

Das Quadrat der Determinante einer orthogonalen Sub- 
stitution ist die positive Einheit. 

Es genügt nämlich, das Quadrat der Determinante nach der ge- 
wohnten Regel herzustellen, um zu finden, dass dann alle Elemente 
der Hauptdiagonale gleich 1 werden und alle übrigen Elemente ver- 
schwinden. Daher ergiebt sich der Werth einer orthogonalen Deter- 
minante stets zu + 1 . 

Eine zweite grundlegende Eigenschaft ist folgende: 

Das algebraische Komplement eines Elementes ist gleich 
dem Element selbst, multipliziert mit der Determinante. 



158 Theil ü: § 46. Allgemeine Eigenschaften orthogonaler Determinanten. 
Gehen wir nämlich von den Gleichungen aus: 



»11 »li + <hi<hi + 

duG^li + «2« 0^2,- + 






und bezeichnen beziehungsweise mit Ai^ das algebraische Komplement 
von üijj multiplizieren dann diese Gleichungen der Reihe nach mit 
Aji Aj^ , , . Aji . . , Ajn und summieren, so ergiebt sich, wenn man die 
vorgelegte Determinante D nennt, 

D . aji = Aji 

Man muss hierzu bedenken, dass die Sunmie der Produkte von Ele- 
menten einer Zeile in die algebraischen Komplemente der Elemente 
einer parallelen Zeile Null ist* 

In der gewonnenen Formel ist unser Lehrsatz erwiesen. 

Nach der begrifflichen Erklärung ist die Determinante einer 
orthogonalen Substitution eine solche, bei der die Quadratsumme der 
Elemente aus einer und derselben Spalte gleich 1 ist, die Sunmie der 
Produkte aus den Elementen einer Spalte in die homologen Elemente 
einer parallelen Spalte Null. Nun lässt sich aber zeigen: 

Wenn diese Eigenschaft bezüglich der Spalten gilt, so 
bestätigt sie sich auch für die Zeilen, das heisst, zwischen 
den Elementen gelten auch diese Beziehungen: 

a.i^ + «.-2^ + • • • + «.n^ = 1 

Da nämlich allgemein 

D . aik = Aik 
und hieraus sich ergiebt 

D . aikCijk = Aiikajk , 

erhält man durch Summation aller dieser Gleichungen für ä = 1, 2, . . . w 

D{anaji H ^- Uinajn) = Anaji -\ \- Ainttjn 

und der Ausdruck hier auf der rechten Seite hat den Werth D oder 
aber Null, jenachdem j = i oder j verschieden von i ist. 

Die im zweiten Lehrsatze ausgesprochene Eigenschaft lässt sich 
auf die Minoren beliebiger Ordnung ausdehnen. 

Man kann den Satz erweisen: 
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Jeder Minor ist gleich seinem algebraischen Komplement 
multipliziert mit der gegebenen Determinante D. 

Multipliziert man nämlich mit D alle Elemente eines Minor der 
Ordnung m, so erscheint derselbe mit B^ multipliziert. Indessen geht 
das Produkt eines jeden Elementes mit D in sein algebraisches Kom- 
plement über und daher erhält man den homologen Minor in der zur 
gegebenen reziproken Determinante. Dieser homologe Minor ist 
aber bekanntlich gleich dem algebraischen Komplemente des gegebenen 
Minor, multipliziert mit D^~^. Aus der Gleichsetzung beider Aus- 
drücke geht unser Lehrsatz hervor. 

Auch dieser weitere Lehrsatz ist noch bemerkenswerth: 

Das Produkt zweier orthogonaler Determinanten ist 
wiederum eine orthogonale Determinante. 

Und wirklich, wenn 

I aij \ = A, \lij\=B 

die zwei gegebenen orthogonalen Determinanten sind, so wird ihr 
Produkt 

A,B=\ Oiihij -\ [- anihnj \ 

Bilden wir aber nun die Quadratsumme der Elemente einer Zeile, 
so ergiebt sich 

^u^ciu H h hn/ ^ani^ + 2hijh2j ^ au(hi H 

i i i 

und das ist gleich 

j 
also gleich 1. 

Dem entsprechend erkennt man leicht, dass die Summe der Pro- 
dukte, in denen die Elemente einer Zeile in die homologen Elemente 
einer andern multipliziert erscheinen, gleich Null ist. Daher ist Ä,B 
eine orthogonale Determinante. 



§ 47. Die Aufgabe von Cayley. 

Bei der Beschäftigung mit orthogonalen Determinanten ist die 
folgende Untersuchung von besonderer Wichtigkeit. 

Die n^ Elemente sind durch ^ w (w + 1) Gleichungen mit einander 
verbunden, daher bleiben unter ihnen unabhängige nur der Zahl nach: 

n^ — ^n(n -{- 1) = ^n(n — 1) 
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Wie können wir nun aber eine orthogonale Determinante auf- 
stellen , in der die sämmtlichen Elemente durch ^n(n — 1) unab- 
hängige Gh*össen ihren Ausdruck finden? Euler und Gauchy haben 
als die Ersten sich mit der Nachforschung hierüber beschäftigt. Sie 
wurde jedoch im allgemeinen Sinne von Cayley durchgeführt. 

Das von Cayley aufgefui^dene Ergebniss ist das folgende. 

Wir betrachten eine scniefe Determinante von der Ordnung n, 
bei der sämmtliche Hauptelemente unter sich gleich sein sollen. Ihre 
Elemente mögen hij heissen und es sei 



B = 



b 


hi 


^13 • • • 


hin 


hl 


b 


*28 • • • 


hn 


• 


• 


. • • . 


m 


bnl 


6n2 


6n8 • • • 


b 



Da bij = — bji ist, sind unter einander verschiedene Elemente 
vorhanden der Anzahl nach 

i»(n,-l) + l^ 

Bezeichnen wir mit Bij das algebraische Komplement zu hij und 
bilden die Elemente 

2h Bij 



üij = 
an = 



B 

2hBii — B 



_ 2h Bit __ . 
~ B ^ 



so lässt sich zeigen^ dass die a die Elemente einer orthogonalen 
Determinante sind und diese gleich -f- 1 . 

Wir stellen ein System von 3w Grössen auf: 







^1 ^8 • • 


• ^n 






X^ X^ ' ' 


• Xn 






Vi y% - 


• Vn 


für das die 


Gleichungen 


bestehen: 






Xi 


= lu^x + • 


' ' + ini^n 




Vi 


— 6.1^1 + • 


• • + hn^n 


Bei der Annahme 










hj - - 


hji 


ergiebt sich 




hu = 6 
^i + Vi = 


2hZi 
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Multiplizieren wir die x der Reihe nach mit 

und summieren, indem wir die Beziehungen zwischen den b und den B 
berücksichtigen, so erhalten wir augenscheinlich: 

BjiXi + Bj2X2 + • • • + BjnXn = Bl3j 

und entsprechend 

Bijyi + B^jy^ + • • • + Bnjyn = Bzj 

Wenn wir dann auf der rechten Seite in beiden Gleichungen an Stelle 
von B0J einsetzen 

^j + Vj 



B 



2h 



+ {2bBjj - B)xj + 
+ (2bBjj - B)yj + 



+ 2bBfn00n 

+ 2bBnjyn 



SO wird 

Byj = 2bBjtXt + • 
Bxj = 2bB^jyt + . 

und fähren wir die a ein, so ergiebt sich: 

y,. = ajiXi + • • • + ajnXn 

Xj = aijyi + • • • + ttnjyn 

Wenn wir nun hier in die zweite Gleichung die Werthe der y aus 
der ersteren einsetzen und dann die Eoef&zienten der x gleich Null 
annehmen, so erhalten wir: 

«l/ + «2/ + • • • + «n/ = 1 

aijCtii + (hjChi + • • • + anjani = 

Hierdurch erweisen sich die a als Elemente einer orthogonalen 
Determinante. Wir können sogleich die Untersuchung dahin vervoll- 
ständigen, dass wir für diese Determinante den Werth + 1 aufzeigen. 

Die Determinante der Grössen a lässt sich ja in der Form des 
Produktes: 

2&B11 — B, 2&5i3 . . . 2bBin 



I 



2bB. 



81 



2bB,, — B, ... 2bB2n 



2bBni 2bBn2 ••• 2bBnn — B 

schreiben. Wir multiplizieren dessen zweiten Faktor mit der Deter- 
minante der b. Dabei haben wir zu beachten, dass 

Bnbji -I h Biibii H h Binbjn = 

Biibii -j- . . . -j- Biib + • • • + Binhn = B 

Pascal, Determinaiiteii. 11 
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woraus nach Multiplikation mit 2 b und weil 



folgt: 



2bBnhji + 
2bBnbn + 



bji = — bij 

+ (2bBu — B)bji + 
+ {2bBu — B)b + 



+ Binbj 
+ Binbi, 



Bhj 
Bb 



Es geht aus diesen Formeln hervor^ dass', wenn man gedachtes 
Determinanten-Produkt nach Zeilen ausführt , man als Ergebniss er- 
hält B», multipliziert mit der Determinante der b, also noch einmal 
multipliziert mit B, Es ergiebt sich daher im Ganzen B^^K Deshalb 
ist die oben, innerhalb der Produktdarstellung der Determinante | aij \ 
auftretende Determinante gleich jB**, mithin jene selbst gleich -f- 1. 

Auf diesem Wege erhält man eine orthogonale Determincmte, 
deren Elemente sich rational darstellen lassen durch \n(n — 1) 
unabhängige Grössen, nämjich die hj. Die Grösse b kaim man der 
Einfachheit wegen gleich 1 annehmen. 

BezügUch einer wichtigen Bemerkung, die Kronecker zu dieser 
Lösung des Problemes durch Oayley gemacht hat, kann man die vor- 
letzte Seite einer Arbeit von Netto einsehen. 

Netto, Über orthogonale Substitutionen. Act. math. ßd. 9 (1887) 
[295—300] S. 299 f. 

Für M = 2 sind die Elemente der Determimmte der a (wenft 



fci2 — — \i — ^ gesetzt wir 


d) 






1 X« 


2X 




1 +X« 


1+X 


2 


21 


1 X 


9 


1+P 


1+X 


8 


Wenn man für den Fall t» = 3 ansetzt: 




• 


1 V 


^ 




B — 


V 1 


A 






fi — A 


1 




so ergeben sich für die Elemente a die 


folgei 


iden Werthe: 


1 + X« - ^« - f.« cV + Xii 




"^ B 


"^ B B 


X* 


^ B 


"^ B 


^ B 




1 + V» X* 11* 
B 
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Die orthogonalen Determinanten treten im Besonderen bei geo- 
metrischen Fragen hervor und gerade für w = 2 zeigen sie sich bei 
der Verwandlung recfatwinUiger Eoordinatenaxen in der Ebene von 
Bedeutung, sowie för n = 3 bei der entsprechenden Aufgabe für 
den Baum. 

Wenn man ein System rechtwinkliger Axen in ein anderes, 
gleicherweise rechtwinkliges zu verwandeln hat, ohne den festen 
Anfangspunkt der Koordinaten zu ändern^ so werden die Eoe£äzienten 
der ümwandlungsformeln genau die Elemente einer orthogonalen De- 
terminante. In dieser Gestalt stellte sich unsere Aufgabe zum ersten 
Male Euler dar. 

Die Aufgabe Cayleys kann auch in dieser Form ausgesprochen 
werden: Es soll mit Hilfe von ^n{n — 1) Grössen ein Ausdruck für 
die Koeffizienten einer orthogonalen Substitution gefunden werden, 
einer Substitution also, die die besondere quadratische Form 

imverandert lässt oder, wie man auch sagt, in sich selbst überführt. 

Mit Bücksicht auf diese Auffassung ist die Aufgabe in dem Sinne 

erweitert worden, dass man an Stelle der vorausgehenden besonderen 

quadratischen Form eine allgemeine quadratische Form zu Grunde 

gelegt hat. 

Mit dem Fall der temären und quatemären Formen hat sich zuerst Hermite 
beschäftigt. 

Hermite, Sur la thöorie des formes quadratiques temaires ind^finies. 
Joum. f. Math. Bd. 47 (1864) [307—312]. 

Hermite, Sur la thöorie des formes quadratiques. Joum. f. Math. Bd. 47 
(1864) Premier memoire [313 — 342] second memoire [343 — 3681. 

Hermite, B;emarques sur un memoire de M. Cayley relatif aux ddterminants 
g^,uches. Cambr. Dubl. math. Joum. vol. 9 (1864) [63—67]. 

Erweiterungen der gedachten Aufgabe sind femer in den Aufsätzen be- 
handelt: 

Cantor, G., De transformatione formarum temariarum quadraticarum 
Halle 1869. (Habilitationsschrift.) 

Bach mann, üntersuchimgen über quadratische Formen. Joum. f. Math. 
Bd. 76 (1873) [331—341]. 

Tannery, Sur les substitutions lin^aires par lesquelles une forme quadra- 
tique temaire se reproduit elle-meme. Bull. sc. math. t. 11. sec. sem. (1876) 
[221—2331 

Frooenius, tTber lineare Substitutionen und bilineare Formen. Joum. 
f. Math. Bd. 84 (1878) [1—63]. 

Prym, Über orthogonale, involutorische und orthogonal-involutorische Sub- 
stitutionen. Ges. d. Wiss. Göttingen, Abhandl. Bd. 38 (1892) [1—42]. 

Loewy, Sur les formes quadratiques ddfinies k ind^termin^es conjugu^es 
de M. Hermite. C. R. t. 123. juill.— d^c. (1896) [168—171]. 

Loewy, tJber bilineare Formen mit konjugirt imaginären Variablen. Nova 
Act. Leop. Bd. 71. Nr. 8 (1898) [379—446]. (Habilitationsschrift.) 

Man vergleiche Meyer in Encycl. d. math. Wiss. IB2. Invariantentheorie 
Art. 3. 

11* 
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Die Literatur über orthogonale Determinanten betreflfend wollen 

wir die folgenden Arbeiten anführen: 

Euler, Problema algebraicum ob affectiones prorsus singulares memorabile. 
Novi Comm. Petxop. t. 15 pro anno 1770 (1771) [76—106]. 

Euler, Formulae generales pro translatione quacunque corporum rigidorum. 
Novi Comm. Petrop. t. 20 pro anno 1776 (1776) [189—238] S. 217. 

Oauchy, Sur l'^uation ä Taide de laquelle on d^termine les in^galit^s 
s^culaires des mouvements des planHes. Exercices de matli^matiques, quatri^me 
ann^ (1829) [140 — 160] = Oeuvres compl^tes d' Augustin Cauchy. 2. sör. t. 9. 
Paris 1891 [174—196]. 

Jacobi, De binis quibuslibet functionibus homogeneis secundi ordinis per 
substitutiones lineares in alias binas transformandis, quae solis quadratis varia- 
bilium constant; una cum variis tbeorematis de transformatione et determina- 
tione integralium multiplicium. Joum. f. Math. Bd. 12 (1834) [1 — 69] S. 7. 
Wieder abgedruckt in Jacobi, Ges. Werke Bd. 3. Berlin 1884 [193—268]. 

Jacobi, Sulla condizione di uguaglianza di due radici dell' equazione 
cubica, dalla quäle dipendono gli assi principali di una superficie del second' ordine. 
Joum. f. Math. Bd. 30 (1845) [46 — 60], wieder abgedruckt in Jacobi, Ges. Werke 
Bd. 3. Berlin 1884 [461—466]. 

Cayley, a.a.O. Siehe Literaturbericht auf S. 60. Joum.f.Math. Bd. 32 (1846). 

Schlaefli, Über die Relation zwischen den neun Kosinus, durch welche 
die gegenseitige Lage zweier rechtwinkliger Koordinaten-Systeme bestimmt wird. 
Arch. d. Math. 13. Theil (1849) [276—281]. 

Sylvester, On the principles of the calculus of forms, part 1. sect. 1 — 6. 
Camb. Dubl. math. Joum. vol. 7 (1862) [52—97, 179— 217J. 

Brioschi, Note sur un th^or^me relatif aux ddtermmants gauches. Journ. 
de math. (Liouv.) t. 19 (1854) [263— 256J. 

Hesse, Neue Eigenschaften der linearen Substitutionen, welche gegebene 
homogene Funktionen des zweiten Grades in andere transformiren, die nur die 
Quadrate der Variabein enthalten. Joum. f. Math. Bd. 67 (1860) [176—182]. 
Wieder abgedmckt in Hesse, Ges. Werke, München 1897 [489—4961 

Schlaefli, Über invariantive Elemente einer orthogonalen Substitution, 
wenn dieselbe als Ausdruck einer Bewegung jeder Gruppe von Werthen der 
Variabein aus dem identischen Zustande in den transformirten gefasst wird. 
Journ. f. Math. Bd. 66 (1866) [186—187]. 

Veitmann, a. a. 0. Siene Literaturbericht auf S. 60. Zeitschr. f. Math. 
16. Jahrg. (1871) S. 623. 

Siacci, Quistioni. Giom. di Batt. vol. 10 (1872) S. 188. 

Albeggiani, Sviluppo di un determinante ad elementi binomii ed appli- 
cazione alle questioni 1», 2», 3», 4*. Giom. di Batt. vol. 10 (1872) [279—293] 
S. 285 ff. 

Siacci, a. a. 0. Siehe Literaturbericht auf S. 107. Ann. di mat. ser. 2. 
t. 5. S. 302. 

Voss, Zur Theorie der orthogonalen Substitutionen. M. A. Bd. 13 (1878) 
[320-374]. 

Stieltjes, ün th^oreme d'algebre. Act. math. Bd. 6 (1886) S. 319 f. 

Loria, Su una proprietä del determinante di una sostituzione ortogonale. 
Jom. de sc. math. vol. 7 (1886) [129—132]. 

Netto, Über orthogonale Substitutionen. Act. math. Bd. 9 (1887) [296— 300]. 

Voss, Über bilineare Formen. Ges. d. Wiss. Göttingen Nachr. (1887) 
[424—433]. 

Kronecker, Über orthogonale Systeme. Math. Mitth. Sitzber. Berlin 1890 
[359—375, 389—396, 457—465, 667—679, 661—668] = Akad. Berlin Ber. 1890 
[525—541, 601—607, 691—699, 873—886, 1063-10801 

Kronecker, Anwendung der Modulsysteme auf Fragen der Determinanten- 
theorie. Joum. f Math. Bd. 107 (1891) [264—261]. 
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Netto, Anwendung der Modulsysteme auf eine Frage der Determinanten- 
theorie. Joum. f. Math. Bd. 108 (1891) [144—146]. 

Igel, a. a. 0. Monatsh. f. Math. 3. Jahrg. 1892. S. 60 f. 

Netto, Zur Theorie der orthogonalen Determinanten. Act. math. Bd. 19 
(1896) [105—114]. 

Man vergleiche überdies Scott, Det. 1880. chap. 11 [146 — 169]. Baltzer, 
Det. 1881. § 14 [183—216]. 

Im Folgenden werden wir noch verschiedene der wichtigeren 
Lehrsätze yerzeichnen, die über orthogonale Determinanten aufgefunden 
worden sind. 



8 48. Der Lehrsatz von Briosohi. 

Es seien die aij die Elemente einer orthogonalen Determinante 
D (= + 1) ^^^ ^^^ bilde daraus die Determinante 
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Die Gleichung 

f{x) = 

ist eine reziproke Gleichung, die für ein ungerades n die 
Wurzel X = — D besitzt und ausserdem keine reelle Wurzel 
und für ein gerades n und für D = — 1 die Wurzeln a? = + 1 
und ausserdem keine reelle Wurzel. (Brioschi a.a.O. SieheS.164.) 

Entwickeln wir nämlich f{x) nach den Potenzen von x mit Hilfe 
der Anweisung, die wir früher mitgetheilt (Siehe § 11), so erkennen 
wir folgendes. Die Koeffizienten von x^ und a?""~* sind die Summen 
der Hauptminoren beziehungsweise der Ordnungen {n — Je) und k. 
Jeder Hauptminor von der Ordnung Je hat zum Komplement einen 
Hauptminor der Ordnung (n — Je) und nach einem oben bewiesenen 
Satze, der sich auf orthogonale Determinanten bezieht, ist der eine 
von ihnen gleich dem anderen, multipliziert mit D. Also sind die 
Koeffizienten von a^ und ^f»»— * unter einander gleich abgesehen von 
einem Faktor D (= + 1). Man erhält dann genau: 



X 



Wenn also die Gleichung x zur Wurzel hat, wird sie auch eine 
Wurzel (1 : x) besitzen oder sie wird eine reziproke Gleichung sein. 
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Setzen wir in der letzten Gleichang 

x = — B 

so ergiebt sich, weil doch auch {l\x) = — D ist (da ja D = + 1) 

/•(- D) = (- 1)«D»- Y(- B) 

Ist n ungerade, so kann diese Gleichung nur befriedigt werden, 
wenn /*( — D) verschwindet, mithin wird dann x = — D eine Wurzel 
von f{x), 

Ist n gerade und D = — 1 , so kann die nämliche Gleichung 
auch nur, wenn sich wieder dieselben Nebenumstände verwirklichen, 
bestehen, das heisst, es muss wiederum /*( — D) verschwinden. Dann 
wird also — 2) == + 1 öi^® Wurzel von f sein. Und es wird dann 
auch a? = — 1 eine Wurzel von f sein, weil, setzen wir in der all- 
gemeinen Gleichung oben 

D = — 1 und 0? == — 1 , 
hervorgeht: 

/•(- 1) = (- i)-Y(- 1) 

Daraus folgt aber für ein gerades n f{ — 1) = . 

Nun erübrigt noch zu zeigen, dass alle die andern Wurzeln 
nicht reell sind. 

Wir bilden das Produkt f{x)f{ — x), Hiezu setzen wir 

j 

j 

Gemäss den Eigenschaften der orthogonalen Determinanten er- 
giebt sich 

Ca = 1 Cik = 



wonach das Produkt in der Gestalt erscheint 
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^/,U/ >; 



1—x^ , (a^^ — «si)^, 

(«21 — «12) X , 1 



— X' 



(«In anl)X 

(a2n an2)x 



(a„i ain)x, (an2 — Ct2n)x, 



1 — X 
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Dividieren wir durch x die Elemente aller Zeilen, so erhalten wir: 
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f{x).f{-x) 



X 



n 



(«21 — 0^12) ; (-^ 



ö^2i); 



(«2« 



«nl) 
«„2) 



(ttnl «In) ; (ötn2 ö^2n) ; 



&-«) 



Wir bemerken, daas alle Hauptminoren innerhalb einer Determi- 
nante, die man ans der vorliegenden erhalt, wenn man an Stelle der 
Hauptelemente Null einsetzt, durch^ngig halb symmetrische De- 
terminanten sind und dass sie demzufolge gleich Null sind, sobald 
ihre Ordnungszahl ungerade, vollständige Quadrate aber, sobald 
die Ordnungszahl gerade ist. (Siehe § 16.) 

Erinnert man sich der Anweisung zur Entwicklung dieser Deter- 
minante nach Potenzen von 



(.-i)-i 



80 leuchtet hier ein, dass diese Entwicklung nur Glieder mit Potenzen 
ny{n — 2),(w — 4) • • • jenes Binomes enthalten wird, deren Ko- 
effizienten Summen von Hauptminoren gerader Ordnung sind und 
folglich als Summen von Quadraiien stets positiv ausfallen. 
Die Entwicklung wird also diese Grestalt zeigen: 



(--i)-+(— ir'A+ 



WO A^A^,.. positive Zahlen sind. 

Für einen beliebigen reellen Werth von x wird mithin die linke 
Seite dieser Gleichung stets einen positiven Werth erhalten und wird 
daher nicht Null sein können oder wenigstens nur dann, wenn in ihr 
das letzte Glied den Faktor 5 enthält. Dies erfordert aber, dass An, der 
Koeffizient von |^, verschwinde. Mithin muss entweder n eine unge- 
rade Zahl sein oder aber, im Fall n als gerade angenommen würde, 
so müsste, wie dies oben auf andere Weise deutlich gemacht wurde, 
D der Werth — 1 beigelegt werden. 

In diesen Fällen gerade können einzelne von den Wurzeln mit 
Wurzeln der Gleichung 



X 



X 



zusammenfallen, nämlich die Wurzeln + 1 • 

Und wirklich würde man nachweisen können, wenn D = 
und n gerade, dass dann Any also 



— 1 
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gleich Null ist. Dies ergiebt sich hier aber auf mittelbare Weise 
aus den obigen Darlegungen, denn, wenn An von Null verschieden 
wäre, so würde f(x),f{ — x) keine reellen Wurzeln . haben können, 
während wir doch wissen, dass für ein gerades n und für D = — 1 
dies Produkt sicher + 1 zu Wurzeln hat. 



g 49. Lehrsätze von Siaooi. 

Es ist hier der rechte Ort, verschiedene Lehrsätze aus den oben 
(Siehe S. 107) angeführten Abhandlungen von Siacci vorzutragen, 
Determinanten betreffend, die aus den Elementen anderer Determi- 
nanten gebildet sind. 

Wenn man die Elemente der Zeilen einer orthogonalen 
Determinante n-ter Ordnung, deren Werth £ = -j- 1 ist, der 
Reihe nach mit a^, cc^, . . . ccn multipliziert und dann mit den 
Elementen der Zeilen einer andern orthogonalen Determi- 
nante derselben Ordnung, die denselben Werth 6 hat, additiv 
verbindet, nachdem diese Elemente gleicherweise mit 
ßif ßif ' ' ' ßn multipliziert sind, so erhält man die Elemente 
einer Determinante, die sich nicht ändert, wenn man die a 
und die ß mit einander vertauscht. 

Mögen die Elemente der ersteren Determinante aa heissen und 
bij die der zweiten. 

Es wird bei gedachtem Verfahren die Determinante hervorgehen: 

• • • • • 

Zerlegen wir diese Determinante mit binomischen Elementen nach 
der bekannten Regel (Siehe § 2, 9), so erhalten wir eine Summe von 
Determin^ten nach Art des folgenden Ausdrucks: 

au^ • • • ci'iij^ 6i«i._j_i • • • &i«. 



Ö^nji 



«*+l 



• Kl 
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wobei diirch (i^ i^ . . . in) eine Permutation der Zahlen 1, 2, ... w dar- 
gestellt wird. Eigentlich erscheinen die Spalten der Determinante 
nicht in der Reihenfolge, wie wir sie verzeichnet haben, sondern im 
Gegentheil der Art geordnet, dass die Ordnungszahlen t^ ig • - * ^n nach 
wachsender Grösse auf einander folgen. Wir haben deshalb den Faktor 
( — 1)* vorangestellt, wobei s die Anzahl der Inversionen anzeigen 
soll, die innerhalb der Permutation (*i • . . in) vorkommen. 

Wir entwickeln nun die vorher niedergeschriebene Determinante 
nach Produkten der Minoren, die in den ersten k Spalten enthalten 
sind, in ihre Komplemente. Ein jeder solcher Minor ist, gemäss den 
Eigenschaften orthogonaler Determinanten, gleich seinem Komplement 
innerhalb Ä oder -B, beziehungsweise multipliziert mit s, womit der 
gemeinsame Werth der beiden Determinanten A und B bezeichnet 
wird. Da £* = 1 , ergiebt sich also, dass der Werth der oben ver- 
zeichneten Determinante derselbe ist, wie für diese Determinante: 

6iti • • • hij, ctiik^t ' • • CiUn 

Multiplizieren wir sie mit 

(- ly /J,, . . . ^,, a..,^, . . . a,„ 

so erhalten wir augenscheinlich ein anderes Glied aus der Entwicklung 
unserer vollständigen Determinante mit binomischen Elementen und 
dies Glied wird, nach unseren Erörterungen, dem oben aufgezeichneten 
Gliede gleich werden, wenn darin die a mit den ß vertauscht werden. 
Wir dürfen also behaupten, dass bei geeigneter Entwicklung obiger 
Determinante mit binomischen Elementen die Glieder der Entwicklung 
sich dergestalt zu zwei und zwei zusammenordnen lassen, dass man 
das eine von ihnen aus dem andern durch Vertauschung der cc mit 
den ß gewinnt. In Folge dessen ändert sich die ganze Determinante 
bei dieser Vertauschung nicht. Aus dieser Beweisführung entspringt 
auch der Satz: 

Wenn die gegebenen orthogonalen Determinanten nicht 
beide den Werth s besitzen, sondern die eine £, die andere 
— £ gleich kommt, dann ändert die aus ihnen hervorgehende 
Determinante bei Vertauschung der cc mit den ß ihr Zeichen. 

Setzt man: 

«1 = «2 = • = «n = 1 i^i = /^a = • • = /3„ = — 1 
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-und beachtet^ dass dann bei Yertaascliung der a und ß jedes Element 
sein Zeio&en wechselt, so ergiebt sich: 

Wenn man von den Elementen einer orthogonalen De- 
terminante ungerader Ordnung die einer andern abzieht, 
welche denselben Werth haben mag, so entsteht eine De- 
terminante, deren Werth Null ist. 

Und setzt man im Gteg^ntheil 

Cf^ = Cfg = . . . = Cfn = 1 Ä = ft = • • = /3n = 1 

so erhält man den Satz: 

Wenn zu den Elementen einer orthogonalen Determi- 
nante von beliebiger Ordnung und dem Werthe € (= -\- j) 
die einer andern orthogonalen Determinante von derselben 
Ordnung und dem Werthe — s hinzugefügt werden, so ent- 
steht eine Determinante mit dem Werthe Null. 

Auf ähnliche Art lässt sich der weitere Lehrsatz nachweisen: 

Wenn zu den Hauptelementen einer orthogonalen De- 
terminante B von beliebiger Ordnung einmal die Grössen 

hinzugefügt werden, ein andres Mal die Grössen 
SO ergeben sich zwei gleiche Determinanten, wenn 

1 8 • • • vCfi ' c • 

Denn entwickeln wir die erste Determinante nach den Produkten 
der «1 . . . «n ; so wird ein beliebiges Glied dieser Entwicklung lauten 
(Siehe § 11) 

wo M derjenige Hauptminor der vorgelegten ursprünglichen Deter- 
minante ist, der weder Zeilen noch Spalten mit den Ordnungszahlen 
i^ i^ > * . ik enthält. 

Auf Grund der Lehrsätze von Minoren orthogonaler Determinanten 
ergiebt sich, dass M gleich ist seinem Komplement, multipliziert 
mit e (da doch s den Werth der gegebenen Determinante vorstellt). 
Nun geht aber aus 

«1 a^ ... an = B 
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heiTor: 



«f, 



cc 



*k 



"•*+! 



ec.. 



also können wir sagen ^ das oben yerzeichnete Glied komme (inso- 
fern £^ = 1) 



•*+i 



. , . cc. 



gleich, wenn mit M' das Komplement von M bezeichnet wird. In- 
dessen ist dies ein Glied der Entwicklung der zweiten dargestellten 
Determinante mid somit erscheint unsere Behauptung erwiesen. Diese 
Lehrsätze werden in der oben (Ende des § 47) angeführten Arbeit 
von Älbeggiani (auf Seiten 285 — 290) mittelst eines Verfahrens be- 
wiesen, welches im Wesentlichen mit dem übereinstimmt, dessen wir 
uns hier bedient haben, das aber in seiner Form unnöthiger Weise 
mehr yerwickelt ist. 

Ein anderer Lehrsatz von Siacci ist der folgende: 

Zu* den Hauptelementen einer orthogonalen Determi- 
nante 6 füge man die Einheit hinzu. In der so hergestellten 
Determinante R betrachte man das Komplement eines Haupt- 
elementes und zwar heisse dies Bkk* Man wird dann die 
Beziehung gewinnen 

i? = (l + £)i?*A. 

Denn entwickeln wir JB auf gewohnte Art, nämlich als Summe 
all seiner Hauptminoren und der Einheit (Siehe § 11), so ergiebt sich 



n 



n 



Ä = l+2a,,+2 
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»,i=al 



Oii Oij 



+ ••• + * 



wobei die Summierung überall auf alle Werthe der Zahlreihe 1, 2, ... w 
ausgedehnt verstanden werden soll. 

Die rechte Seite der Gleichung lässt sich auch, wie folgt, um- 
wandieln. 



B 



+ 



i+2'««*+2' 



s + akk + ^ 
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Man soll hier bei dem Symbol ^ daran denken, dass von den 
Werthen der KennziflFem ij immer der Werth k ausgeschlossen sei, 
dergestalt, dass dann der erste Theil des rechtsseitigen Ausdruckes, 
den wir (Ä) nennen wollen, nichts andres ist, als die Entwicklung 

von Rkk- 

Der zweite Theü, wir nennen ihn (-B), ist nun, abgesehn von 
einem Faktor a, gleich dem ersten. 

Multiplizieren wir ihn nämlich mit b, so ergiebt sich 



1 + sakk + g ^, 



dik ein 



+ 



Nun ist gemäss den geläufigen Beziehungen zwischen den Minoren 
einer orthogonalen Determinante eakk gleich dem Komplement von 
ükk innerhalb der gegebenen orthogonalen Determinante, also gleich 
dem letzten Gliede von (Ä) und so ist auch jedes der Produkte 



Clkk CLki 
ttik Ctii 



(i = 1, 2, . . . ÄJ — 1, Ä + 1, . . . w) 



einem unter den Gliedern der vorletzten Summation in (Ä) gleich. 
Im Verfolg dieser Überlegung erkennt man, dass 

siB) = (Ä) 
oder auch 

(B) = €(Ä) = sBkk 

und daraus geht die im Lehrsatz verzeichnete Formel hervor. 
Hieraus ergiebt sich: 

1. Wenn £==-j-l, so sind sämmtliche Komplemente der 
Hauptelemente von B unter einander gleich und gleich ^B. 

2. Wenn s = — 1, so wird JS = 0. 

Dieser Lehrsatz, allerdings unter abweichender Form und mit anderer 
Beweißfahrung, findet sich bei Siacci (a. a. 0. Ann. di mat. vol. 5. S. 302). Da- 
gegen kommen bei Anwendung der nämlichen Darstellungsform noch Einzemeiten 
hiervon in einem neueren Aufsatze Nettos zur Sprache (a. a. 0. Act. math. 
Bd. 19. S. 109 ff.). 

Netto spricht diesen Lehrsatz bei Gelegenheit eines anderen 
Lehrsatzes von Stieltjes aus, zu dessen Erörterung wir nun über- 
gehen wollen. 
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g 50. Lehrsatz von Stiellges. 

Das Ergebniss unserer Untersuchung ist das folgende. Wenn wir 

zu den Hauptelementen einer orthogonalen Determinante £ die Einheit 

hinzufügen^ so stellt sich eine Determinante B heraus, die mit einem 

beliebigen ihrer Hauptminoren Bkk von der Ordnung {n — 1) durch 

die Beziehung 

B = (l + s)Bjtk 
verbunden ist. 

Wir wollen nun die entsprechende Untersuchung für einen Minor 
unternehmen, der kein Hauptminor JS** ist. 

Man erkennt leicht mittelst eines ähnlichen Verfahrens, wie wir 
es oben benutzt haben, dass 

Bkl = — sBije 

Indessen erhält man vermöge der Eigenschaften der reziproken 
Determinanten (Siehe S. 33 f.), wenn man mit Bkk,ii das Komple- 
ment von 

Cf^kk -{- 1 Cf^kl 

Cf'lk ttll + 1 

einen der Hauptminoren (w — 2)-ter Ordnung bezeichnet, 

-B** Bkl p p 

Tt 7? =^-ttkk,ll 

itik Jtii 

und daraus ergiebt sich die Formel: 

Bis (1 +ey^B [(1 + eYBkk, „ - B] 

Es liefert nun diese Formel im Verein mit der früheren das 
Ergebniss: 

Ist £==-{-1, dann werden, wenn J? = 0, auch alle seine 
Minoren der Ordnung (n — 1) gleich Null sein. 

Und zwar ist dieser Satz nur ein besonderer Fall des Lehrsatzes, 
den Stieltjes ohne Beweis in Bd. 6 der Acta math. gegeben, der in 
seiner allgemeineren Fassung folgendermaassen auszusprechen ist: 

Es seien a,y, hij die Elemente zweier orthogonalen De- 
terminanten vom Werthe £ = -j-l, dann werden, wenn die 
Determinante mit dem allgemeinen Elemente 

^ij + ^ij 

verschwindet, auch alle ihre Minoren der Ordnung (n — 1) 
verschwinden. 
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In dieser allgemeinen Form ist der Lehrsatz durch. Netto (a.a.O. 
Act. math. Bd. 9 und 19) bewiesen worden. 

Wir wollen jetzt sehen, wie man den aJlgemeinen Sai/Z aus dem 
schon erwiesenen besonderen Falle heraus ableiten kann. 

Bilden wir das Produkt von 



D = 



und 



• • • • • 



B 



'11 



• K 



^«1 • • • bn 



Wenn man an die Beziehungen zwischen den Elementen einer 
orthogonalen Determinante denkt, so ergiebt sich: 



R = D,B = 



i i 

^a^ibu , ^(hibii + 1 , 

i i 



i 
i 

^dniini + 1 



und diese Determinante B wird, da JB = 1 ist, ihrerseits der Deter- 
minante D gleichkommen. Die zuletzt verzeichnete Determinante R 
hat nun die Gestalt unserer Determinante 22, wie sie in den voraus- 
gehenden Betrachtungen vorkam, da eine Determinante, die man aus 
ihr ableiten würde durch Subtraktion der Einheit von ihren Haupt- 
elementen, nichts andres ist, als das Produkt der beiden vorgelegten 
Determinanten A, B und daher bekanntlich auch wiederum eine ortho- 
gonale Determinante. (Siehe S. 159.) 

Machen wir die Annahme D=5=0, so ist die letztere Determi- 
nante 22 auch Null und daher werden nach dem vorangehenden Lehr- 
satze alle ihre Minoren der Ordnung {n — 1) verschwinden. 

Betrachten wir nun zum Beispiel den Minor, der Komplement 
des ersten Elementes in 2) ist. Wir dürfen ihn schreiben: 

1 ... 

^21 ~l" ^21 ; ^22 4" ^22 ? ' ' ' ^n + ^2n 

• • » • ■ • 

önl -|- 6nl , dfii + &w2 ; • • • (^nn + ^nn 
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Mit B multipliziert liefert er: 

\t 6ai • • • ^ni 

2 (hihi f ^(hibii + 1 ; • • • ^(hiKi 

\ i i i 

< • • • • • • 

i ^Ctnihiy ^dnilii , • • • ^ünihni + 1 

Entwickeln wir hier nach den Elementen der ersten Zeile, so er- 
halten wir eine Summe von Produkten, in denen diese Elemente mit 
Minoren von B der Ordnung (w — 1) verbunden erscheinen, und daher 
verschwindet, wenn D = ist, auch diese letzte Determinante. In 
Folge dessen ist der von uns herausgehobene Minor von D gleich 
Null. Hiermit erscheint der Lehrsatz von Stiel tj es erwiesen. 

Dieser Satz ist übrigens ein besonderer Fall eines schon von 
Frobenius (Joum. f. Math. Bd. 84. 1878) ausgesprochenen Satzes. 

Man vergleiche 

Voss, Über die cogredienten Transformationen einer bilinearen Form in 
sich selbst. Akad. München. Abb. Bd. 17 1890—91 (1892) r237— 356] S. 266 ff. 

Muth, Theorie und Anwendung der Elementartheiler. Leipzig 1899. 
S. Xnf. Anm. 



8 51. Determinanten, deren Ordnung unendlich ist. 

Es ist noch nicht lange her^ dass man Determinanten von der 
Ordnung unendlich in Betracht genommen hat, Determinanten also, 

die mit einer unendlichen Zahl von Zeilen und Spalten gebildet sind. 

Einen Anfang in dieser Richtung der Forschung bezeichnet der Aufsatz: 

Kötteritzsch, tTbei die Auflösung eines Systemes von unendlich vielen 
linearen Gleichungen. Zeitschr. f. Math. 16. Jahrg. (1870) [1—16, 229—268]. 

Demnächst wurde zu einer Untersuchung dieser Art der Astronom Hill 
durch eine Aufgabe aus dem Gebiete der Astronomie geführt. 

Hill, On the part of the motion of the lunar perigee which is a fonction 
of the mean motions of the sun and moon. [reprinted, with som additions, from 
a paper published at Cambridge ü. S. A. 1877.] Act. math. Bd. 8 (1886) [1—36] 
S. 19 ff. und später. 

Poincar^, Remarques sur Temploi de la m^thode präo^dente. (Es geht ein 
Aufsatz von Appell voraus.) BüU. soc. math. de Fr. t. 18 1884—1886 [19-27], 

Endlich machte wiederum Poincar^ daraus den Gegenstand emes beson- 
deren Aufsatzes: Sur les d^terminants d'ordre infini. Bull. soc. math. de Fr. 
t. 14 1885—1886 [77—90]. 

Danach ist derselbe Stoff noch einmal durch Helge von Koch auf- 
genommen worden bei Gelegenheit einer Frage bezüglich der linearen Differen- 
tialgleichungen. In einer zweiten Abhandlung dieses Verfassers finden sich die 
Determinanten von der Ordnung unendlich in einer gewissen Ausdehnung be- 
handelt. 
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Helge von Koch, Sur une application des däterminants infinis a la 
thdorie des äquations diff^rentielles Unfaires. Act. math. Bd. 16 (1891) [63 — 63]. 

Helge von Koch, Sur les d^terminants infinis et les ^uations diff^ren- 
tielles linäaires. Act. math. Bd. 16 (1892. 1893) [217—296]. 

Eine neuere zusammenfassende Darstellung oietet 

Gazzaniga, Sui determinanti d^ordine infinito. Ann. di mat. ser. 2. t. 26 
(1897) [143—217]. 

Gazzaniga, Intomo ad un tipo di determinanti nulli d*ordine infinito. 
Ann. di mat. ser. 3. t. 1 (1898) [83— 94j. 

Gazzaniga, Appunti sulla moltiplicazione dei determinanti normaloidi. 
Ann. di mat. ser. 3. t. 2 (1899) [229—308]. 

Gazzaniga, Intomo ai reciproci dei determinanti normali. Acc. Tor. 
vol. 34 1898—99 [496—614]. 

Man vergl. auch Pringsheim in Encycl. d. math. Wiss. I.A. 3. Irrational- 
zahlen und Konvergenz unendlicher Prozesse. Art. 68 u. 69. 

Betrachten wir eine Matrix, bei der die Elemente der Haupt- 
diagonale gleich 1 sind, 

1 0/^2 ^13 • • • 

• • • • • • 

Wir wollen davon n Spalten und n Zeilen herausheben und die 
diesen zugehörige Determinante bilden. Lassen wir darauf n sich 
ändern, so erhalten wir für letztere eine unbegrenzte Folge von 
Werthen. Besteht überhaupt für diese Folge ein Grenzwerth, so 
werden wir ihn als Determinante der Ordnung unendlich bezeichnen. 
Poincare hat eine hinreichende Bedingung dafür aufgefunden, dass 
eine so gestaltete Determinante konvergent ist. 

Diese Bedingung wird in der folgenden einfachen Fassung aus- 
gesprochen: 

Wenn die Doppelreihe 

wobei i von J verschieden ist, konvergiert, dann konvergiert 
auch die Determinante, deren Hauptelemente gleich 1 sind. 

Es würde sich ja die Determinante D für den Fall eines end- 
lichen Werthes n aus dem Produkt: 

n= [1 + 1 0^21 1 + 1 0^31 iH — ] X 

X[l + |ö^l2l + l«82H ]X 

X • • • • • • 

darstellen lassen, indem man dies Produkt entwickelte und dann den 
verschiedenen Gliedern der Entwicklung Koeffizienten 1, — 1, oder 
Null je nach den Umständen beifügte. Wir leiten hieraus ab, dass 
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sicherlich 7) dem absoluten Werthe nach kleiner ist, als 77. Wir 
wollen die beiden D und die beiden 77, welche zwei verschiedenen 
Werthen von n entsprechen, vergleichen. 

Setzen wir in Dn-\-p oder auch in Iln^p gewisse Elemente gleich 
Null, so erhalten wir Dn^IIn* Die hierbei verschwindenden Glieder 
stellen also die DiflFerenzen: Dn^p — Bn, Un+p — 77« dar. Andrer- 
seits sind die Glieder, die in Iln^p zu Null werden, sämmtlich positiv, 
und einige von ihnen stimmen, wenn sie theils mit negativem Vor- 
zeichen, theils mit positivem versehen werden, mit denjenigen Gliedern 
überein, die innerhalb Dn-\-p gleich Null gesetzt werden sollten. 

Wir können also schliessen, dass dem absoluten Werthe nach 
auch die Differenz der beiden D kleiner ist, als die der beiden ent- 
sprechenden 77, also: 

I Dn-\-p -D« I < 77n4-p ^n 

und daraus entnehmen wir, dass, wenn 77 zu einem Grenzwerth hin 
konvergiert, auch D einen Grenzwerth besitzt, weil ja dann die Grenze 
von (77 — 77') Null ist und also auch die Grenze von (D — D') 
verschwindet. 

Nun ist das unendliche Produkt 77 konvergent, wenn die Reihe 

-^1 (^iJ I 

konvergiert, mithin erscheint der Lehrsatz bewiesen. 

Für den Fall, wo die diagonalen Elemente nicht gleich 1 sind, 
hat von Koch den allgemeineren Lehrsatz gefunden: 

Die Determinante konvergiert, wenn die Reihe der nicht 
diagonalen Elemente absolut konvergiert, und das Produkt 
der Diagonalelemente absolut konvergiert. 

Und wirklich, konvergiert das unendliche Produkt 
und setzen wir 

etil = Ct'ii + 1 , Clij = Clij 

so folgt, dass die einfache Reihe 

^ I (lii I 
konvergent ist, mithin desgleichen die vollständige Doppelreihe 

wo i gleich oder verschieden ist von j^ und hiernach gelangt man 
bei Wiederholung der oben angestellten Überlegungen ohne weiter 

Pascal, Determinanten. 12 
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die Beschränkung einzufiihren, dass i von j verschieden sei, zu dem 
Nachweise der Konvergenz unserer Determinante. 

Von Koch behandelt in der angeführten Arbeit die von ihm so 
benannten Determinanten der Normalform, und das sind solche, die 
den folgenden beiden Bedingungen Genüge leisten: Erstens, es soll 
die Reihe 2J \ Utj \ {i von j verschieden) konvergent sein und zweitens, 
das Produkt 11 \ an \ soll konvergieren. 

Wenn diese Bedingungen erfüllt sind, so weiss man, dass die 
unendliche Determinante konvergiert. Ausserdem wird nachgewiesen, 
dass nach einer Umstellung der Spalten und der Zeilen, bei der die 
diagonalen Elemente diagonale bleiben und mithin die nicht 
diagonalen auch nicht diagonale, man wiederum eine konvergente 
Determinante erhält, die auch denselben Werth besitzt. Und deshalb 
kann man sie unbedingt konvergent nennen. (Siehe Acta math. 
Bd. 16 S. 228 f.) Überdies beschäftigt sich derselbe Verfasser auch 
mit dem Produkt zweier normalen Determinanten und findet, dass 
dies nach demselben Bildungsgesetz auszuführen ist, wonach man das 
Produkt zweier Determinanten einer endlichen Ordnung herzustellen 
hat, und dass gedachtes Verfahren zu einer neuen und wiederum einer 
normalen Determinante führt, (a. a. 0. S. 231.) 



§ 52. Über geränderte Determinanten. Lehrsatz von Le Faige. 

Wir haben bereits in einem früheren Paragraphen (Siehe § 12) 
von einem Lehrsatz Kunde gegeben betreffs der Entwicklung einer 
geränderten Determinante, das heisst, einer Determinante, die man 
aus einer andern durch Hinzufügung einer gewissen Anzahl von Spalten 
und desgleichen von Zeilen erhält. Man führt die Entwicklung einer 
so gestalteten Determinante aus, indem man die Elemente der hinzu- 
gefügten Zeilen und Spalten zu Entwicklungsgrössen macht. 

Es ist nun von Wichtigkeit, von derartigen Determinanten diesen 
weiteren Lehrsatz darzustellen, der von Le Paige gefunden ist. 

Le Paige, Note sur les däterminants bord^s. Bull. soc. math. de Fr. 
t. 8 (1880) [128—132]. 

Der Deutlichkeit und Einfachheit der Erörterung zu Liebe setzen 
wir eine Determinante von der dritten Ordnung und zwar eine sym- 
metrische gegeben voraus 



D = 



^11 %2 ?13 
^21 ^22 ^23 
%1 %2 ^33 
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Fügt man ihr zwei Zeilen und zwei Spalten in der Weise hinzu, dass 
man dabei eine symmetrische Determinante behält, so ergiebt sich etwa : 



»11 


0^12 


«18 


% 


Vi 


«21 


«22 


«23 


X^ 


Vi 


0^31 


«32 


«SS 


x^ 


Vs 


^1 


X^ 


^$ 








Vi 


Vi 


Vi 









Wir nehmen nun die zu D reziproke Determinante in Betracht, 
bämlich 



R = B^ = 



-^11 -^12 4l8 
-0-21 -4-22 -4-23 



-^1 -^2 -^8 

und multiplizieren D^ mit ^, nachdem wir in D^, ohne eine Änderung 
des Werthes der Determinante zu verursachen, wie folgt, geeignete 
Spalten und Zeilen hinzugefügt haben: 



1)2 = 



-^11 -^12 -^13 ^ ^ 

-^1 -^2 -^3 ^ ^ 

-^81 -^2 -^88 ^ ^ 

10 

1 



Es ergiebt sich sodann 

D ^AuXi, ^ÄuVi 

D ^Ä2iXi, ^Ä2iyi 

2) ^ÄsiXi, ^A^iyi 

1 s s 

yi 2/2 y» 



Z)«^ = 



D 



^ÄtiXi ^ÄiiXi ^JsiXi 

^Äuyi ^Ä^iVi ^Aziyi 



X 



Xi x^ x^ 
Vi Vi Vz 



Führen wir das Produkt der beiden Matrices nach der bekannten 
Regel (Siehe S. 30) aus, so erhalten wir nach Unterdrückung eines 
gemeinsamen Faktors D 



12 
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D.^ = 



^ÄijyiXj, ^Äijyij/j 



Im allgemeinen Falle wird ein entsprechender Ausdruck für das 
Produkt 

hervorgehen, wenn hiebei D eine symmetrische Determinante und p 
die Anzahl der Zeilen und der damit übereinstimmenden Spalten be- 
deutet, die zur Erzielung der Determinante ^ mit D verbunden 
wurden. Die Determinante, in der ein solches Produkt dann seine 
Darstellung findet, ist von der Ordnung p. 

Diese Eigenschaft wird bei Fragen der analytischen Geometrie 

benutzt. Man vergleiche beispielsweise: 

Hesse (Gundelfinger), Vorlesungen über analytische Geometrie des 

Raumes, insbesondere über Oberflächen 2. Ordnung. 3. Aufl. Leipzig 1876. S. 179. 

Clebsch(Lindemann), Vorlesungen über Geometrie I. Leipzig 1876. S. 909. 



§ 58. Maximalwerth einer Determinante. Untersuchung von 

Hadamard. 

Von nicht geringer Wichtigkeit ist die folgende Frage: 
Nehmen wir an, dass die Elemente einer Determinante 
alle dem absoluten Werthe nach kleiner sind, als eine 
Grösse a; welches wird dann die obere Grenze für den abso- 
luten Werth der Determinante selbst sein? 

Sylvester, Thoughts on inverse orthogonal matrices, simultaneous sign- 
successions, and tessellated pavements in two or more colours, with applications 
to Newtons rule, omamentel tile-work and the theory of numbers. part 1: 
Matrices and sign-successions. Phil. Mag. 4. ser. toI. 34 (1867) [461 — 475]. 

Hadamard, Resolution d'une question relative aux d^terminants. Bull, 
sc. math. 2^ sär. t. 17 (1893) 1^ p. [240—246]. 

Augenscheinlich ist der Ausdruck 

sicher grösser als die obere Grenze des Werth es der Determinante, 
denn ihn würde man erhalten, wenn man alle Glieder der Determi- 
nante positiv annähme (während es in der Entwicklung einer Deter- 
minante stets positive und negative Glieder giebt) und wenn man 
dann an Stelle jedes einzelnen Elementes den Höchstbetrag der Element- 
werthe a einsetzte. Offenbar ist ein solcher Grenzwerth zu hoch, da 
er ja niemals durch die Entwickelung der Determinante erreicht 
werden kann. 
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Um uns von einem allgemeineren Gesichtspunkte aus unserm Ziele 
zu nähern, wollen wir annehmen, die Elemente seien beliebige kom- 
plexe Grössen. 

Es sei ^ eine mit den gegebenen Elementen gebildete Determi- 
nante und z^' die auf gleiche Weise dargestellte, jedoch aus Elementen, 
die zu jenen konjugiert sind. Dann werden offenbar z^ und z^' zwei 
konjugierte Grössen sein, der Art, dass ihr Produkt dem Quadrate 
des Moduls von A gleichkommt, mithin in jedem Falle eine reelle 
und positive Grösse ist. 

Betrachten wir die ersten p Zeilen von z^ und die entsprechenden 
Zeilen von z/'. Das Produkt der beiden solchergestalt ausgehobenen 
Matrices wird der Summe der Produkte gleichkommen, in denen die 
Minoren der einen mit den entsprechenden Minoren der andern ver- 
bunden sind (Siehe S. 30), also gleich der Quadratsumme der Moduln, 
die den Minoren der ersteren Matrix zugehören. 

Sind aij die Elemente von z^ und a^ die von z^', so wird das 
Produkt der beiden Matrices von n Spalten und j? Zeilen mit der 
Determinante 

Pp = |so| (i,i=l,2,...2)) 

gleichwerthig sein, wobei 

und augenscheinlich sind s,y und Sji konjugiert und die Hauptelemente 
Sa sind die Quadratsummen der Moduln, die den Elementen innerhalb 
einer Zeile von z/. angehören. 

Sondern wir innerhalb Pp den Theil ab, der das letzte Haupt- 
element als Faktor enthält, so ergiebt sich: 

Hierbei wurde gesetzt: 



Qp = 



^11 • • • ^1>P — 1 ^li 



P 



Sp — 1^1 ... Sp — ijp — 1 Sp — i^p 
Sp^l . . . Sp^p — 1 u 



Man gewinnt also die Determinante Qp aus Pp, indem man darin Null 
an die Stelle des letzten Hauptelementes einsetzt. 

Das Komplement zu einem Hauptelemente in Qp (abgesehen vom 
letzten, wo es Pp_i beträgt) ist ein gewisses Qp—i^ das man erhält, 
wenn man das Produkt der beiden Matrices bildet von n Spalten und 
gewissen (jp — 1) in z/ und z/' ausgewählten Zeilen und sodann in 



(h= 1, 2, ...jp— 1) 
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der Determinantenform dieses Produktes an Stelle des letzten Haupt- 
elementes Null treten lässt. 

Wir wollen nun die zu Qp reziproke Determinante betrachten, 
deren Elemente Sij heissen mögen, und aus ilir im Besonderen den 
Minor 

Shh Shp 

Dieser Minor wird gleichkommen Qp, dies multipliziert mit dem 
Komplement des zu ihm homologen Minors in Qp (Siehe S. 34), einem 
gewissen Pp_2. 

Indessen ist Sph konjugiert zu Shp und überdies 

Shh ^ Qp—i 
^pp — -t^p — 1 

Daraus erhält man 

QpPp^2 = Qp—iPp—i — 1 Sph 
wenn man unter 

den Modul der betreflfenden Grösse Sph versteht. 

Wie aus dieser Formel unmittelbar ersichtlich ist, wird, wenn 
Qp—i eine negative Grösse ist (da ja die P wesentlich positive 
Grössen sind), auch Qp negativ sein. Nun ist Q2 = — |Si2 ^ wirk- 
lich negativ, also wird es ebenso sein mit ^3, ^4, . . . und endlich 
auch mit Qp. 

Wir können also schliessen, dass die Qp sämmtlich negative 
Grössen sind. 

Ausserdem können die Qp nur dann Null sein, wenn alle 
Elemente der letzten Spalte Null sind. 

Augenscheinlich kann, wenn Qp—i von Null verschieden ist und 
mithin eine wesentlich negative Grösse, Qp nicht verschwinden. 

Soll also Qp Null. sein, so muss sicher auch Qp—i Null sein; 
nehmen wir an, dass Qp—i nur verschwindet, wenn alle Elemente 

Slp S2p ' • ' Sh—l,p 5a4-i,p • • • Sp — l,p 

Null sind, so ist die Folge davon, dass Qp nicht Null sein kann ausser, 
wenn die genannten Elemente verschwinden. Mit andern Worten, 
Qp wird nur dann Null, wenn alle Elemente der letzten Spalte, ab- 
gesehen von Sh,p verschwinden. Nun ist aber h ein beliebiger Werth 
des Index; lässt man ihn sich ändern, so gewinnt man dabei die Be- 
dingung, dass sämmtliche Elemente der letzten Spalte verschwinden 
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müssen, wenn das nämliche bei Qp—i eintritt. Nun trifft es in der 
That bei 



Ö2 = 



Sil ^12 
«21 



ZU, dass 8^2 = sein muss (oder auch, was dasselbe ist, dass s^i = 0, 
indem ja s^i konjugiert zu Si^, damit Q^ verschwinde, also ist der 
Lehrsatz erwiesen. 

Nachdem wir dies festgestellt, können wir zeigen, dass Pp höch- 
stens dem Produkte seiner Hauptelemente gleichkommt. 

Wirklich erkennt man aus der Formel 

wenn man annimmt, jene Eigenschaft bestätige sich für Pp_i, und 
wenn man daran denkt, dass Qp negativ ist, dasselbe Verhalten auch 
als Eigenschaft von Pp, 

Für Pg = 8^^822 — I ^12 r ^^^ augenfällig 

■^2 ^ ^11^22 

das heisst, für p = 2 wird thatsächlich diese Eigenschaft bestätigt. 
Überdies ist zu dem Bestehen der Gleichung 

JTp == Sj j ^22 • • • 8pp 

erforderlich, dass Qp Null sei und weiter noch 

Jrp — 1 = S11822 • • • 8p — i^p — i 

Nun wird aber damit herbeigeführt, dass alle Elemente innerhalb Qp, 
die nicht Hauptelemente sind, verschwinden müssen. 
Man erhält für p = n^ da P„ = \^\^ 

Wenn wir andrerseits für alle Elemente in Qn, die nicht Haupt- 
elemente sind, den Werth Null voraussetzen, also Sij = bei i=^jy 
so liegt auf der Hand, dass dann Qn = 0^ und in Folge dessen er- 
reicht Pn^ \^\^ seinen Maximalbetrag. Also gilt der Satz: 

Wenn wir annehmen, dass die Moduln aller Elemente 
der Determinante höchstens gleich 1 sind, dann wird der 
Maximalbetrag des absoluten Werthes der Determinante 
gleich der Potenz ^n von w, und als die nothwendige und 
hinreichende Bedingung dafür, dass die Determinante dann 
diesen Werth erreicht, ist das Verschwinden sämmtlicher 
Grössen s,;- für i=^j anzusehen. 
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Diese Bedingungen bestimmen die a als Elemente einer Determi- 
nante, die durch Sylvester den Namen umgekehrt orthogonal er- 
halten hat. 

Wir werden hierdurch zur Lösung der folgenden Aufgabe geführt: 

Mit Elementen, deren Modul den Werth 1 hat, soll eine 
Determinante dargestellt werden, die bei bestimmter Ord- 
nungszahl den Maximalwerth erreicht. 

Es beschäftigt sich mit dieser Aufgabe Sylvester in der ange- 
führten Arbeit, doch" vergleiche man seine Ergebnisse mit den Be- 
merkungen von Hadamard (a. a. 0. S. 243). 

Mit Vortheil machen wir die folgende Anmerkung. Wenn die 
Elemente im Allgemeinen komplex sind, dann ist der höchste Werth^ 
den, wie wir gesehen haben, der Modul der Determinante annehmen 
kann, die Potenz \n von w. Eine Determinante, deren Modul wirk- 
lich einen solchen Werth annimmt, wird schlechthin aus komplexen 
Elementen bestehen. Ist n eine Potenz von 2, dann kann man eine 
Determinante mit Maximalbetrag in reellen Elementen herstellen^ 
welche dann eben nur von den einzigen Werthen -f- 1 und — 1 ge- 
liefert werden können. Für andere Werthe von n würde es möglicher 
Weise Determinanten mit reellen Elementen, die den Maximalbetrag 
in Höhe der Potenz \n von n erreichten, überhaupt nicht geben. 
Jedoch wird man in jedem Falle diese beiden Aufgaben sich vorlegen 
können, die Hadamard am Schluss seiner beachtenswerthen Arbeit 
ausspricht und die wir hier wiederholen: 

1. Für welche Werthe von n giebt es Determinanten mit Ele- 
menten + 1, — 1 oder überhaupt reellen Elementen, die den Werth: 
Potenz ^n von w, erreichen? 

2. Wie würde man für jedes beliebige n Determinanten mit 
reellen Elementen, insbesondere +1, — 1 darzustellen haben, damit 
sie zwar nicht den Werth: Potenz \n von w, erreichen, aber dem 
absoluten Betrage nach dem höchst möglichen Werthe gleichkommen? 

Man vergleiche hierzu eine neuere Arbeit von Scarpis 

Scarpis, Sui determinanti di valore massimo. Ist. Lomb. Bend. (1898) 
[1441—1446]. 



g 54. Kubische Determinanten und solche, deren Elemente von 

mehreren Indices abhängen. 

Der Gedanke, Determinanten in Betracht zu ziehen, deren Elemente von 
mehr als zwei Indices abhängen, ist, wie Günther in seiner oftmals angeführten 
Schrift (S. 11 Anm.) bemerkt, ein Verdienst Vandermondes. 

Doch hat man fiir den Ersten, der hierin einen bestimmteren Schritt vor- 
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wärts gethan, De Gasparis anzuerkennen mit einem besonders und zwar unter 
dem Pseudonym Jean Blaise Grandpas veröffentlichten Schriftchen: Sur les 
d^terminants dont les ^l^ments ont plusieurs indices. (25. Sept. 1861.) 

Zwei Jahre später veröffentlichte Dahlander in Stockholm den Aufsatz 

Dahlander, Om en klass funktioner hvilka ega flera egenskaper analoga 
med determinanternes. Stockh. Vet. Ak. Förh. 20. Jahrg. (1863) [295—304]. 

Im Jahre 1868 folgten die Arbeiten von: 

Armenante, Sui determinanti cubici. Giom.diBatt. vol. 6 (1868) [175 — 181], 

Padova, Sui determinanti cubici. Giom. di Batt. vol. 6 (1868) [182—189]. 

Zehfuss, Über eine Erweiterung des Begriffs der Determinanten. Frankfurt. 

De Gasparis, Sopra due teoremi dei determinanti a tre indici, ed un* 
altra maniera di formazione degli elementi di un determinante ad m indici. 
Acc. Napoli Rendic. t. 8 (1868) [118—121]. 

Eine Darstellung der bis dahin erhaltenen Ergebnisse dankt manGarbieri. 

Garbieri, Determinanti formati di elementi con un numero qualunque 
d'indici. Giom. di Batt. vol. 16 (1877J [89—1001 

Gleicherweise bildet eine Darstellung Garoieris den Hauptbestandtheil 
der Seconda parte della quattordicesima rivista di giomali del Giusto Bella- 
vitis. Atti Ist. Yen. t. 4 ser. 5. 1877 — 1878, wo S. 261—273 im Anschluss an 
obigen Aufsatz aus Giom. di Batt. vol. 16 die „Determinanti formati di n^ ele- 
menti" behandelt werden. 

Endlich kann Hnan auch mit Vortheil die Schrift von Günther über De- 
terminanten nachschlagen (Erlangen 1877, Kap. 9. S. 185 — 194.), desgleichen 
Scott, Det. 1880. chap. 7 [89—98]. 

Über kubische und höhere Determinanten giebt es noch neuere Arbeiten von 

Tanner, Notes on determinants of n dimensions. Proc. Lond. math. soc. 
vol. 10 (1879) [167-180]. 

Scott, On cubic determinants and other determinants of higher class^ 
and on determinants of altemate numbers. Proc. Lond. math. soc. vol. 11 
(1880) [17—29]. 

Zajaczkowski, (Siehe Fortschr. der Math. Bd. 13. S. 121) Theorie der De- 
terminanten von p Dimensionen. 1881. Warschau. (Polnisch.) 

Escherich, Die Determinanten höheren Ranges und ihre Verwendung zur 
Bildung von Invarianten. Akad. Wien. Denkschr. 43. Bd. 2. Abth. (1882) [1 — 1*2]. 

Gegenbauer, Über Determinanten höheren Ranges. Akad. Wien. Denkschr. 
43. Bd. 2. Abth. (1882) [17—32]. 

Gegenbauer, Zur Theorie der Determinanten höheren Ranges. Akad. 
Wien. Denkschr. 46. Bd. 2. Abth. (1883) [291—298]. 

Gegenbauer, Über Determinanten höheren Ranges. Akad. Wien. Denkschr. 
49. Bd. 2. Abth. (1885) [225—230]. 

Gegenbauer, Zur Theorie der Determinanten höheren Ranges. Akad. 
Wien. Denkschr. 50. Bd. 1. Abth. (1886) [145—152]. 

Gegenbauer, Über windschiefe Determinanten höheren Ranges. Akad. 
Wien. Denkschr. 66. Bd. 1. Abth. (1889) [39—48]. 

Gegenbauer, Über einige arithmetische Determinanten höheren Ranges. 
Akad. Wien. Ber. Bd. 101. Abth. 2 a (1892) [425—484]. 

Wir wollen hier nicht auf Einzelheiten bezüglich der Lehre von 
den Determinanten mit mehreren Indices eingehen, sondern nnr aus- 
einandersetzen, was dabei die Grundlage bildet. 

Stellen wir uns eine Anzahl n^ von Elementen üijk vor, so dass 
die Indices i,j, k die Werthe 1, 2, ... w annehmen können. Vertheilen 
wir solche Elemente in dem Raum eines Würfels auf entsprechende 
Weise, wie wir es früher zur Herstellung einer quadratischen 
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Matrix gethan, so erhalten wir nun das Schema, dem der Name 
kubische Matrix beigelegt werden darf. 

Diese Matrix wird sich auf drei verschiedene Weisen in n hori- 
zontale oder vertikale Ebenen zerlegen lassen, wobei in einer jeden 
von ihnen eine gewisse quadratische Matrix dargestellt erscheint. 

Innerhalb der gedachten kubischen Matrix hat man vier Diago- 
nalen zu betrachten; wir werden diejenige als die Hauptdiagonale be- 
zeichnen, auf der sich die Elemente mit drei gleichen Indices befinden, 
nämlich: 

Wir wollen nun das Produkt dieser n Elemente bilden und 
danach auf jede mögliche Weise die zweiten Indices und desgleichen 
die dritten Indices mit einander vertauschen. Wir erhalten dann aus 
jenem Anfangsgliede im Ganzen n\ n\ = (n\y Glieder und werden 
einem jeden von ihnen das Vorzeichen + oder — zutheilen, jenach- 
dem gerade oder ungerade ist die Anzahl der Inversionen, welche in 
der Permutation der zweiten Indices enthalten sind, vermehrt um die 
entsprechende Anzahl mit Bezug auf die dritten Indices. 

Die Summe aller so* erhaltenen Glieder nennen wir die Ent- 
wickelung der kubischen Determinante. 

Augenscheinlich werden sich in jedem Gliede der Entwicklung 
nur solche Faktoren vereint finden, von denen nicht zwei derselben 
vertikalen oder horizontalen Ebene angehören, weil sie ja um der- 
selben Ebene anzugehören entweder in den ersten oder den zweiten 
oder in den dritten Indices übereinstimmen müssten. 

Ein wesentlich abweichendes Verhalten gegenüber gewöhnlichen 
Determinanten zeigt sich bei den kubischen darin, dass, während durch 
eine quadratische Matrix nur eine einzige Determinante bestimmt wird, 
durch die kubische Matrix im Gegentheil drei Determinanten von 
verschiedenem Werthe bestimmt sein können, und zwar erhalten wir 
diese damit, dass wir die Summation der Glieder, die sich aus dem 
Hauptgliede 



^111 ^222 • * • ^nnn 



herleiten lassen, auf dreifache Weise ausführen, indem wir einmal die 
ersten Indices fest belassen und die andern vertauschen, oder aber 
während der Vertauschung die zweiten oder endlich die dritten Indices 
als unveränderlich ansehen. 

Um sich hiervon zu überzeugen, genügt ein Blick auf das ein- 
fachste Beispiel, in dem n = 2 die Ordnung der Determinante darstellt. 

Das Hauptglied wird sein 



^111 %22 
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mit positivem Vorzeichen. Lassen wir die ersten Indices fest, ver- 
tauschen die anderen und wenden die angegebene Regel an, so er- 
halten wir die vier Glieder: 

r ^111 %22 ^121^12 ^112^221 "T ^122^11 

Lassen wir im Gegentheil die zweiten Indices fest oder auch die 
dritten, so erhalten wir Ausdrücke, die ihrem absoluten Betrage nach 
jenen gleich sind, aber abweichende Vorzeichen haben. Beziehungs- 
weise ergeben sich die Aggregate: 

r ^11^22 r ^12^121 ^112^221 ^211^122? 

r ^111^22 ^121^212 r ^221^112 ^11%22 ' 

Wir werden als erste Determinante diejenige bezeichnen, welche 
in Folge der Vertauschungen der zweiten und dritten Indices entsteht, 
als zweite Determinante, die durch die Vertauschungen der dritten 
und ersten Indices zur Darstellung gelangt und die dritte Determi- 
nante soll Vertauschungen der ersten und der zweiten Indices ent- 
sprechen. 

Jedes Element aijk innerhalb der kubischen Determinante gehört 
einer horizontalen Ebene an und zwei vertikalen, gegen einander senk- 
recht gelegenen, gleichwie bei der gewöhnlichen Determinante jedes 
Element einer Spalte und einer Zeile angehört. Wir wollen diese 
Ebenen Schichten nennen. 

Um eine bestimmtere Vorstellung herbeizuführen, nehmen wir an, 
der erste Index bezeichne die Ordnungszahl der horizontalen Schicht, 
der zweite Index die Ordnungszahl von einer der beiden vertikalen 
Schichten, die wir die erste vertikale Schicht nennen wollen und 
somit entspreche der dritte Index der übrig bleibenden zweiten ver- 
tikalen Schicht. 

Wenn wir zwei horizontale Schichten unter einander 
vertauschen, so bleibt diejenige Determinante, die dadurch 
bestimmt ist, dass man allein die zweiten und dritten Indi- 
zes im Hauptgliede wechseln lässt (man sehe die oben ge- 
gebene Erklärung), unverändert. 

Denn, wenn wir die Faktoren eines jeden Gliedes immer in der 
Weise angeordnet sehen wollen, dass die ersten Indices in der natür- 
lichen Reihenfolge erscheinen, so werden wir zwei Elemente in der 
Permutation der zweiten Indices und ebenso in der Permutation der 
dritten Indices mit einander ihre Plätze müssen wechseln lassen. 

Wenn man nun innerhalb einer Permutation zwei Elemente mit 
einander vertauscht, so ändert sich die Anzahl der Inversionen um 
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eine ungerade Zahl, mithin erscheint für das Ganze von zwei Ver- 
tauschungen innerhalb der zweiten und der dritten Indices die Anzahl 
der Inversionen um eine gerade Zahl verändert und hiernach wird 
das Glied, um das es sich handelt, dasselbe Vorzeichen beibehalten. 
Wenn wir im Gegentheil zwei vertikale parallele Ebenen mit 
einander vertauschen, dann tritt nur ein Wechsel zwischen zwei Ele- 
menten ein innerhalb der Permutation der zweiten Indices oder aber 
nur in der der dritten Indices und mithin wird das Zeichen des 
Gliedes verändert; also gilt der Satz: 

Wenn wir zwei vertikale parallele Schichten mit einander 
vertauschen, so ändert die in gewohnter Weise bestimmte 
Determinante ihr Zeichen. 

Wie man sieht, besteht dieser grundlegende Unterschied zwischen 
dem Falle der gewöhnlichen Determinanten und dem der kubischen; 
bei diesen giebt es stets eine Richtung der Folge paralleler Ebenen 
von der Beschaffenheit, dass, wenn man zwei unter ihnen beliebig 
auswählt und vertauscht, die Determinante ungeändert bleibt. Es lässt 
sich bewirken, dass diese Eigenschaft sich für eine beliebige unter 
den drei verschiedenen Richtungen von Ebenen, der horizontalen und 
der vertikalen verwirklicht und dies zwar entsprechend den drei ver- 
schiedenen Determinanten, die sich mittelst der kubischen Matrix be- 
stimmen lassen. 

Augenscheinlich besteht auch die folgende Eigenschaft: 

Jede kubische Determinante kann man als Summe von 
n\ gewöhnlichen Determinanten darstellen. 

Und wirklich, stellen wir einmal eine Permutation der zweiten 
Indices innerhalb des Gliedes 

fest und vertauschen dann die dritten Indices auf jede mögliche Weise. 
Der Inbegriff aller Glieder, die man so erhalten wird, mit dem Zeichen 
-|- oder — gedacht, wird eine gewöhnliche Determinante sein. Hier- 
mit erscheint der Lehrsatz bewiesen. 

Eine weitere Eigenthümlichkeit, die dann auf andere Weise die 
Darstellung einer kubischen Determinante mittelst gewöhnlicher De- 
terminanten liefern kann, ist die folgende: 

Das Produkt zweier gewöhnlichen Determinanten lässt 
sich als kubische Determinante ausdrücken. (Padova.) 
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Sind nämlich üri , 6«^ die Elemente der zwei vorgelegten Deter- 
minanten^ so ist das allgemeine Element des Produktes 

Solch ein Produkt lässt sich, nach der Regel für die Zerlegung 
einer Determinante mit vielgliedrigen Elementen, in n\ Determinanten 
spalten, die in ihrer Gesammtheit die kubische Determinante ergeben, 
deren Hauptglied 

Kl^ll) (%2^22) • • • ((^nnhnn) 

ist, und deren allgemeines Glied 
wobei 

• • • 

• • • 

als zwei Permutationen der Zahlreihe 1, 2, ... w aufzufassen sind. 

Die so gebildete kubische Determinante hat zum allgemeinen 
Element 

die drei Indices Ä, i,j ändern sich von 1 zu n. 

Führt man das Produkt der beiden gegebenen Determinanten auf 
eine der andern drei möglichen Arten aus, so ergeben sich wiederum 
kubische Determinanten, und deren Elemente sind beziehungsweise 

O^ki ijk 
Ctik ^kj 
O'ik ijk 

Unser Lehrsatz giebt das Mittel an die Hand, symbolisch eine 
kubische Determinante als das Produkt zweier gewöhnlichen Deter- 
minanten auszudrücken. 

Wir wollen voraussetzen, dass die a und die i Zeichen sind, 
welche die Bedeutung von Grössen nur in dem Falle haben, wenn sie 
sich in den Verbindungen 

O^ki i>kj 

vereinigt finden, das heisst, wenn das Produkt aus zweien von ihnen 
vorliegt, deren erste Indices gleich sind. Das allgemeine Element 
einer gegebenen kubischen Determinante 

kann dann in symbolischer Absicht dem Produkte dieser a und i 
gleichgesetzt werden und umgekehrt, ist das symbolische Produkt 



190 Theil 11: § 54. Zerlegung und Multiplikation der kubischen Determ. 

aki hkj gegeben, so kann ihm nur ein einziges Element der gegebenen 
kubischen Determinante entsprechen. 

Es erscheint mithin erwiesen, dass sich die letztere symbolisch 
als das Produkt zweier gewöhnlichen Determinanten ausdrücken lässt. 
Diese sind jedoch nur als symbolische und nicht als wirkliche auf- 
zufassen und gewinnen die Bedeutung der wirklichen nur erst dann, 
wenn sie mit einander multipliziert werden, indem man deshalb Sorge 
trägt, dass ihr Produkt nach der gewöhnlichen Regel ausgeführt 
werde. 

Wenn man von einer kubischen Determinante alle Elemente der 
drei Ebenen unterdrückt, die in einem Elemente ükij zusammentreffen, 
so erhält man eine neue kubische Determinante, die man als den 
komplementären Minor des Elementes akij wird ansprechen dürfen 
und bezeichnen durch Äkij» 

Multipliziert man ihn mit ( — l)*"^-', vorausgesetzt, dass es sich 
um die erste Determinante handelt, die aus der kubischen Matrix 
heraus ihre Bestimmung findet, so erhält man, was den Namen des 
algebraischen Komplementes dieses Elementes trägt. 

Es lässt sich zeigen, dass ähnlich wie bei gewöhnlichen Deter- 
minanten der Satz gilt: 

Der Werth der kubischen Determinante ist der Summe 
der Produkte gleich, worin die Elemente einer Schicht mit 
den ihnen entsprechenden algebraischen Komplementen ver- 
bunden sind. 

Hierfür würde der Beweis in ähnlicher Weise zu führen sein, 
wie bei gewöhnlichen Determinanten. 

Wir gehen nun zur Multiplikation der kubischen Determi- 
nanten über. 

Betrachten wir das Produkt einer kubischen Determinante | Ukij \ 
mit einer gewöhnlichen Determinante 1 6r» | • 

Die kubische Determinante können wir als die algebraische Summe 
von n\ gewöhnlichen Determinanten ansehen, wovon eine jede gleich ist 



±2±^i»i 






Hier erstreckt sich die Summation auf alle Permutationen der In- 
dices j^ J2 • ' ' jn und ausserdem stellt (i^ ^^ . . . in) eine Permutation 
der Indices 1, 2, ... w dar. Für die Summe als Ganzes ist positives 
oder negatives Zeichen zu wählen, jenachdem die Permutation der i 
der geraden oder ungeraden Klasse angehört. 




§ 64. Zerlegung und Multiplikation der kubischen Determ. 191 

Das allgemeine Element einer solchen Determinante ist 

wobei sich k und j ändern. Die Elemente, denen dasselbe h zugeordnet 
ist, bilden die Elemente einer Zeile und die mit demselben j stellen 
die Elemente einer Spalte dar. Das Produkt einer solchen Determi- 
nante mit I &r« I wird das allgemeine Element 

Ckr = Xx ^ki/^sKs 
s 

enthalten. Wird nun die Permutation (i^ ig . . . in) der Zahlen 1, 2, ... « 
der Änderung unterworfen und für jeden möglichen Fall dieser Wand- 
lung das Ergebniss der Produktbildung festgestellt, so ergiebt sich in 
der algebraischen Summe der sämmtlichen | c^^ | das Produkt der beiden 
gegebenen Determinanten. Richten wir jetzt unser Augenmerk auf 
die kubische Determinante, deren allgemeines Glied 

CCkir = Xi (^kij^sbra 
s 

sein mag, und zerlegen diese kubische Determinante in eine Summe 
von gewöhnlichen Determinanten, so erhalten wir, was leicht ersicht- 
lich, genau die Summe der Determinanten, deren Elemente die c sind. 
Für unveränderliches k leitet man die quadratische Matrix der akir 
(wo einzig i, r sich ändern) aus den quadratischen Matrices der 
(^kisf^rs nach der bekannten Regel her, die für das Produkt zweier 
quadratischen Matrices gilt. Also können wir aussprechen: 

Um das Produkt einer kubischen Determinante und einer 
gewöhnlichen Determinante zu erhalten, hat man eine 
kubische Determinante zu bilden, deren Schichten entstehen, 
wenn man nach der gebräuchlichen Regel die quadratischen 
Matrices, welche die Schichten der gegebenen kubischen 
Determinante darstellen, mit der quadratischen Matrix der 
Multiplikator-Determinante multipliziert. 

Siehe Armenante, a. a. 0. S. 181. 

Wir könnten nun zur Darlegung gewisser Lehrsätze von De 
Gasparis und Padova schreiten, wollen uns aber bei diesem Gegen- 
stande nicht länger aufhalten. Man mag hierfür die schon angeführten 
Werke vergleichen. 



192 Theil ü: § 65. Verschwindende Matrices. Rang der Matrix. 

§ 55. Determinanten und Matrices, die verschwinden. 

Bang einer Matrix. 

Wir werden sagen, eine Matrix von n Zeilen und m Spalten 
(m > n) sei Null, wenn alle Determinanten w-ter Ordnung innerhalb 
dieser Matrix verschwinden. 

In einer quadratischen oder einer rechteckigen Matrix können 
Null sein alle Determinanten von der Ordnung w, alle die von den 
Ordnungen (n — 1), (n — 2), . . . Es sei p die höchste Ordnungszahl 
von Determinanten, die in jener Matrix enthalten und nicht sämmt- 
lich Null sind. Wir setzen also voraus, dass alle Determinanten 
der Ordnung (p -\- 1) und mithin auch die von höherer Ordnung 
sämmtlich verschwinden und dass es unter allen denen _p-ter Ord- 
nung wenigstens eine von Null verschiedene giebt. Die Zahl p 
heisst der Bang (auch Charakteristik) der gegebenen Matrix. 
Augenscheinlich haben eine Determinante oder eine Matrix, die gleich 
Null sind, höchstens (n — 1) zur Rangzahl. 

Wir wollen jetzt die nothwendigen und die hinreichenden Be- 
dingungen dafür aufsuchen, dass eine Matrix den Rang (n — 1) habe, 
also dafür, dass sie verschwinde, ohne dass alle Determinanten (n — 1)- 
ter Ordnung Null sind. Es wird uns gelingen, einen Lehrsatz auf- 
zustellen, der zu einem in den ersten Paragraphen bewiesenen Satze 
die Umkehrung bildet. Wenn nämlich die Elemente einer Zeile 
innerhalb einer rechteckigen Matrix die gleichen linearen Verbindungen 
der Elemente paralleler Zeilen sind (die Zahl der Zeilen wird kleiner 
als die Zahl der Spalten vorausgesetzt), so. sind (wie nach §2,11 be- 
kannt) alle in jener Matrix enthaltenen Determinanten n-ter Ordnung 
offenbar gleich Null und mithin die Matrix selbst gleich Null. Und 
nun wollen wir nachweisen, dass umgekehrt, wenn die Matrix Null 
ist, die Elemente einer Zeile dieselben linearen Verbindungen derer 
von parallelen Zeilen sein müssen. Wir beginnen mit der Annahme, 
dass wenigstens einer von den Minoren der Ordnung (n — 1) von 
Null verschieden sei. Ohne die Allgemeinheit aufzuheben, können wir 
voraussetzen, solch ein Minor sei der aus den ersten (n — 1) Zeilen 
und den ersten (n — 1) Spalten bestehende Minor: 

ö^ll • • • (^1, n—l 

• • • • • 

Ct/i — lfl • • • Ötn — 1, n— 1 
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Ist unsere Matrix gleich Null, dann werden die Determinanten 
Null sein, die man aus diesem Minor durch Hinzufügung einer Spalte 
und einer Zeile ableiten mag, also alle Determinanten der Form 



a 



11 



• (^l,n—l cti, 



Ötn— 1, 1 • • • a«_i, „_i ttn—i^r 
O/nl • • • (^n,n — 1 (^nr 

Wenn man diese nach den Elementen der letzten Spalte entwickelt 
und bezeichnet mit 

die algebraischen Komplemente der Elemente der letzten Spalte, also 
die Determinanten (n — l)-ter Ordnung, welche innerhalb der ersten 
(n — 1) Spalten der gegebenen Matrix enthalten sind, jede mit dem 
passenden Zeichen versehen, so ergiebt sich für einen beliebigen Werth 
des Index r 

Diese Beziehung gilt, wie hervorgehoben worden, für einen be- 
liebigen Werth des Index r, der aus den Zahlen 1, 2, ... m gewäJilt 
sein kann; denn wenn r < w — 1 ist, so wird die vorausgehende De- 
terminante aus dem Grunde verschwinden, weil sie ja zwei gleiche 
Spalten enthält und wenn r > w — 1 , dann verschwindet sie nach 
unserer Annahme. 

Die vorangehende Gleichung giebt uns also zu erkennen: 

Wenn die Matrix von n Zeilen und m Spalten Null ist 
und zum Bang (w — 1) hat, so besteht zwischen den Ele- 
menten einer Spalte stets dieselbe lineare und homogene 
Beziehung. 

Nun wollen wir sehen, wie man diesen Lehrsatz verallgemeinern 
kann im Fall, dass der Annahme nach die Matrix nicht den 
Bang (n — 1) habe, sondern im Allgemeinen p. 

Dann wird wenigstens ein Minor der Ordnung p von Null ver- 
schieden sein. Es sei dies 



A = 



a 



11 



«Ol 



«Ip 



a 



'pp 



Wir wollen eine Spalte und eine Zeile beliebig hinzufügen und 
damit die Determinante bilden: 



Pascal, Determinanten. 



13 
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<hi ' * ' 

m • • • 


• 


air 

• 


fltpl . . . 


app 


apr 


ttsl • • • 


dsp 


dsr 



die identisch verschwinden wird, wie auch die Indices r,s gewählt 
sein mögen. Entwickeln wir also nach den Elementen der letzten 
Spalte, so ergiebt sich die Gleichung: 

wenn wir mit JLi, . . . Äpg die mit geeigneten Vorzeichen versehenen 
Minoren der Ordnung p bezeichnen, die man aus Ä der Reihe nach 
durch Unterdrückung der Zeilen 1, 2, . . . jp und Beifügung der 5-ten 
Zeile gewinnt. 

Lassen wir s sich von (p + 1) bis n ändern und addieren alle 
so erhaltenen Gleichungen, so ergiebt sich 









+ 
+ 



+ Am) + 

+ Ä2n) + 



+ Äpn) + 

+ UnrÄ = 



Diese Gleichung ist gültig für jedes beliebige r = 1, 2, . . . m, 
ist also eine lineare und homogene Gleichung mit unveränderlichen 
Koeffizienten zwischen den Elementen einer beliebigen Spalte. Hier- 
mit ist der Lehrsatz als allgemeingiltig erwiesen. 

Als besondere Fälle sind augenscheinlich aus diesen Lehrsätzen 
über verschwindende Matrices die entsprechenden für verschwindende 
Determinanten abzuleiten. 

Aus der letzten Beweisführung ergiebt sich diese Folgerung. 

Eine der Determinanten von der Ordnung jp, die nicht ver- 
schwindet, wollen wir die Hauptdeterminante nennen und wollen 
diese, wie oben geschehen, mit A bezeichnen. 

Damit die Matrix Null sei und den Bang p habe, genügt 
es vorauszusetzen, dass alle Determinanten verschwinden^ 
die aus Ä durch Hinzufügung einer Zeile und einer Spalte 
hervorgehen. 

Das Verschwinden sämmtlicher anderen Determinanten von der 
Ordnung (p + 1) ist eine Folge des Verschwindens der hier ange- 
deuteten. Hat man nämlich eine beliebige Determinante von der Ord- 
nung Cp + 1) 



• 


• • • "'•'fp+l 

• • • • 


%+1'X 


• • • % + 1'p + l 
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A = 



und multipliziert man jedes Element mit A, so ergiebt sich mit 
Rücksicht auf die gefundene allgemeine Beziehung: 

• ••• • ••• • ••• • 

— Uu^Air^^^ ^P»i^prp^if' ")^ ^Up^i^lrp_^i ^P'jH-l^ Vf-1 



Jedes Element einer solchen Determinante ist eine Summe von 
p Gliedern, während die Determinante von der Ordnung (p + 1) ist. 
Zerlegen wir diese Determinante mit vielgliedrigen Elementen in die 
entsprechende Zahl von Determinanten mit einfachen Elementen, so 
leuchtet ein, dass eine jede von diesen stets wenigstens mit zwei 
Spalten versehen erscheint, wovon die Elemente der einen beziehungs- 
weise gleiche Vielfache der entsprechenden Elemente der andern sind 
und mithin ist eine jede solche Determinante gleich Null. Hieraus 
ergiebt sich, wenn Ä von Null verschieden ist, dass A = , wie auch 
behauptet wurde. 

Es giebt noch einen anderen wichtigen Lehrsatz über verschwin- 
dende Matrices, der als Verallgemeinerung eines von uns im § 5 
(Siehe S. 20) für verschwindende Determinanten entwickelten Satzes 
angesehn werden kann und zwar ist dies der folgende: 

Wenn eine verschwindende Matrix den Bang p besitzt^ 
so sind die aus p Zeilen genommenen Minoren jp-ter Ordnung 
proportional denen von gleicher Lage, genommen aus anderen 
p Zeilen, die im Ganzen oder nur theilweise von den ersteren 
verschieden sind. 

Wir wollen hier nicht auf den Beweis dieses Lehrsatzes eingehen 
und statt dessen auf die Schrift von Capelli-Garbieri (Analisi 
algebrica, Padova 1886. S. 398) verweisen. 

Wenn wir hier Halt machen, um der Zahl j), die als Bang 
einer Matrix eingeführt war, noch besondere Aufmerksamkeit zu 
widmen, wird uns der Nachweis für eine grundlegende Eigenschaft 
dieser Zahl leicht sein, die in gewisser Weise dazu dient, deren 
Wichtigkeit darzuthun. 

Ist uns eine Matrix vorgelegt, so werden wir sagen, eine andere 

13* 



196 Theil II: § 56. Verschwindende Matrices. Bang der Matrix. 

sei aus ihr abgeleitet, wenn man sie durch eioe oder mehrere der 
folgenden einfachsten Verfahrensweisen aus jener erhält (Siehe die 
eben angeführte Schrift Analisi algebrica): 

1. Vertauschen zweier Zeilen oder zweier Spalten. 

2. Die Elemente einer Zeile oder Spalte multiplizieren mit 
einer beliebigen Zahl. 

3. Zu den Elementen einer Zeile oder Spalte die Elemente einer 
parallelen Beihe hinzufügen, nachdem letztere mit einer beliebigen 
Zahl multipliziert sind. 

Es ist von Wichtigkeit zu beachten, dass, wenn eine Matrix aus 
einer anderen abgeleitet ist, die zweite auch wiederum als aus der 
ersten abgeleitet zu gelten hat. 

Würde es sich um eine quadratische Matrix handeln, so würde 
eines dieser Verfahren nur die Wirkung haben, die aus jener Matrix 
bestimmte Determinante höchstens mit einer Zahl multipliziert er- 
scheinen zu lassen. 

Nun ist der folgende Lehrsatz bemerkenswerth: 

Zwei Matrices, wovon eine die abgeleitete der andern 
ist, haben gleichen Bang. 

Wenn man im Besonderen mittelst einer Behandlung, wie sie 
vorher angedeutet worden, aus einer Determinante eine andere von 
derselben Ordnung erhält, so wird beiden Determinanten der nämliche 
Bang zugehören. 

Für den Fall der beiden ersteren Verfahren ist der Lehrsatz ein- 
leuchtend. Wir wollen zeigen, dass er sich auch für das dritte be- 
wahrheitet. Setzen wir nämlich voraus, dass wir aus der gegebenen 
Matrix eine andere Matrix hergeleitet haben, indem wir zu den Ele- 
menten einer Zeile oder Spalte die einer parallelen Beihe, mit X mul- 
tipliziert, hinzufügten, so wird dann ein Minor der zweiten Matrix 
entweder einem Minor gleicher Ordnung der ersteren Matrix gleich 
sein (wenn zu seiner Bildung die veränderte Beihe gar nicht beige- 
tragen hat) oder aber, er wird in der Form 

Ä + XB 

zerlegbar sein, wo Äy B zwei Minoren derselben Ordnung aus der 
ursprünglichen Matrix siad. Gleicherweise wird vermöge der Wechsel- 
beziehung, die zwischen einer Matrix und der abgeleiteten Matrix be- 
steht, jeder Minor der ersteren Matrix auf entsprechende Art vermittelst 
solcher der zweiten sich ausdrücken lassen. Hieraus folgt sofort, wenn 
nicht alle Minoren der Ordnung Je in der ersten Matrix Null sind, 
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dass dann auch nicht alle Minoren gleicher Ordnung der zweiten 
Matrix Null sein werden, und wenn alle Minoren der Ordnung (h -|- 1) 
innerhalb der ersten Matrix verschwinden, dasselbe auch für alle diese 
Minoren der zweiten gelten wird. 

Und damit ist der Nachweis unseres Lehrsatzes erbracht. 



§ 56. Lineare Gleichungen. 

Es sei ein System von m Gleichungen zwischen n Unbekannten 
vorgelegt: 

( «11 ^1 + «12 ^2 H f- «In OCn = ^i 

Man darf stets die Annahme machen, dass m grösser sei als n, 
weil, wenn dies nicht stattfände, man sich vorstellen könnte, es würden 
zu diesem Systeme von Gleichungen soviele weitere identische hinzu- 
gefügt, Gleichungen nämlich mit verschwindenden Koeffizienten und 
desgleichen verschwindenden bekannten Gliedern. 

Wir wollen uns die Aufgabe stellen zu prüfen, in welcher Weise 
die Werthe der Unbekannten x^ . . .Xn durch solche Gleichungen be- 
stimmt sind oder nicht. 

Wir werden als Matrix der Koeffizienten die Matrix bezeichnen: 



(2) 



a 



11 



«In 



U) 



«ml • • • ^mn 

Es sei p der Bang dieser Matrix (Siehe den vorangehenden Para- 
graphen) und, um eine bestimmtere Vorstellung zu ermöglichen, nehmen 
wir an 



a 



11 



«1 



a« 



(jp ^ w) 



«pi • • • ^pp 

sei eine der Determinanten p-ier Ordnung, die in der Matrix enthalten 
und die von Null verschieden sind. 
Wir bilden die Determinanten: 



a 



11 



«i/> Vi 



dpi . . . dj.p yp 

«rl • • • «rp yr 



= A. 
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Für ein r^p sind diese Determinanten augenscheinlich gleich 
Null; für ein r^p können sie im Gegentheil beliebige Werthe an- 
nehmen. 

Wir beginnen mit der Darlegung des Satzes: 

Wenn die gegebenen Gleichungen nicht unter einander 
widersprechend sein sollen^ oder wenn sie, wie man sich 
auch ausdrückt, mit einander verträglich sein sollen, so ist 
erforderlich, dass alle Ar verschwinden. 

Wir schreiben die vorgelegten Gleichungen in folgender Gestalt: 

% ^1 + • • • + ^p ^p = yi 

(oj ' • .... . 

«ml^l + • • • + ClmpilOp = yL 

indem wir setzen: 

yi = ^1 Öti,p4-i Xp^i — • • ain^n 

. . . .... 

ym '^ J/m (^,p'\-l^p-j-l * * • (^mn^n 

Wenn wir in den Ar an Stelle von y^ . . . y»» einsetzen y'i , . .y'my 
so erhalten wir Determinanten, deren letzte Spalten mehrgliedrige 
Elemente enthalten; zerlegen wir sie nach der bekannten Begel, so 
ergiebt sich als ein erstes Glied das nämliche Ar, von dem wir aus- 
gingen, und danach andere Glieder, die, abgesehen von Faktoren, De- 
terminanten der Ordnung (jp + 1) sind, ausgewählt innerhalb der ur- 
sprünglichen Matrix, die mithin unserer Annahme nach gleich Null 
sind. Es erhellt daher, dass die Ar ungeändert bleiben, wenn man 
für die y die y' einsetzt. 

Wir betrachten die ersten p Gleichungen unter den (3) und dazu 
die r-te, nennen Ä^^''\ A^^*'\ - - - Ap^^\ A die algebraischen Komple- 
mente der Elemente der letzten Spalte in Ar , multiplizieren beziehungs- 
weise die (jp+1) angedeuteten Gleichungen mit A^*'\A^''\*" AJ<^\A 
und addieren sie dann. Leicht erkennt man, dass der Koeffizient von 
Xs zu Null wird und mithin auf der rechten Seite nur die Determi- 
nante übrig bleibt, die aus Ar entsteht, wenn man für die y die y' 
einsetzt, eine Determinante, die, wie besprochen wurde, gleich Ar ist. 
Also muss die Bedingung Ar = für jeden beliebigen Werth des 
Index r giltig sein. 

Man beachte, dass es Determinanten Ar, wie wir sie aufgestellt 
hatten, der Zahl nach m giebt, und alle gebildet wurden, indem wir 
von der Determinante A ausgingen. Wenn wir nun eine beliebige 
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andere Determinante der Ordnung (i? + 1) in Betracht ziehen, die 
dem oben dargestellten Ar in der Spalte der y wohl entspricht, 
sich aber von ihm durch die ersten p Spalten unterscheidet, so wird 
es auch stets diesen weiteren, entsprechend gestalteten Deter- 
minanten eigen sein, den Werth Null anzunehmen, wenn die 
Oleichungen mit einander verträglich sind und wenn die 
Charakteristik von {Ä) gleich p ist. 

Wir wollen nun umgekehrt voraussetzen, dass die m JDetermi- 
nanten Ar, wie sie oben dargestellt wurden, versfchwmden. Dann 
muss zunächst jede Determinante Ar; die man aus Ar durch Ein- 
setzen der y' für die y erhalt .gimeherweise verschwinden, weil ja die 
£U.eichungBn A^-»» Ar gelten. 

Nach den Lehrsätzen über verschwindende Determinanten (man 
vergleiche den vorangehenden Paragraphen S. 192 ff.) müssen die Ele- 
mente der letzten Zeile in Ar die gleichen linearen und homogenen 
Verbindungen der Elemente ihrer parallelen Reihen darstellen, oder 
mit anderen Worten: 

Welches auch die Werthe der Xp^\...Xn sein mögen, so 
werden nothwendig für jedes beliebige r = p -f- 1, . . . m Glei- 
chungen bestehen von der Form: 

ttri = aa^i -f- /Sa^i + • - 

ar2 = ««12 + /3a22 + • • 






+ i^yp 



arp = ccaip -|- ßa^p + • • 
y'r = ccyi + ßy2 + • • 

In der letzten Gleichung hier wollen wir für die y' ihre Werthe 
einsetzen und beachten, dass diese Beziehungsgleichung bestehen 
bleiben muss, welche Werthe immer den Xp^i , . , Xn zugetheilt werden 
mögen. Damit löst sich die letzte Gleichung in die folgenden weiteren 
Gleichungen auf: 

Vr =ccyi + ßy^ -^ h iiyp 

ar,p4-l = ««1,^ + 1 + ßa2,p-\-l + • • • + ^«p,p+l 

• • • • • • • 

ürn = CCCtln + ß(i2n + ' ' ' + f*«pn 

Durch die Gesammtheit dieser Gleichungen wird angezeigt, dass, 
wenn wir die ersten p unter den Gleichungen (1) beziehungsweise 
mit a, ßj , , . fi multiplizieren und dann addieren, genau die r-te Glei- 
chung des Systems (1) hervorgeht; also ist diese r-te Gleichung eine 
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Folge der p ersten. Da nun r irgend einer unter den Zalilen 
(l? + 1) . . . w gleich sein kann^ so ergiebt sich: 

Wenn alle Ar gleich Null sind, so erscheint das System 
der m vorgelegten Gleichungen auf das System der p ersten 
zurückgeführt; oder auch die letzten (m — p) Gleichungen 
des Systems sind dann nur lineare Verbindungen der p ersten. 

Wir wollen uns somit nur mit den p ersten Gleichungen in der 
Form (3) beschäftigen. 

Wir multiplizieren sie beziehungsweise mit den algebraischen 
Komplementen der Elemente der i-ten Spalte innerhalb der Determi- 
nante Ä und addieren dann. 

Die Koeffizienten von x^ . . . Xi—i Xi^i . , . Xp werden Null, weil 
sie als die Summen von Produkten erscheinen, in denen die Elemente 
einer Spalte von A mit den algebraischen Komplementen der Elemente 
einer parallelen Spalte multipliziert sind. Der Koeffizient von Xi er- 
giebt sidi gleich der Determinante A und in Folge dessen wird 

Axi = A^^ 

wobei A^'^ die Determinante bezeichnet, die man aus A durch Ein- 
setzen der Elemente yi . ^ . yj, für die Elemente der i-ten Spalte erhält 
Da A von Null verschieden ist, so geht aus dieser Formel hervor: 

(4) ^i = ^ 

Verweilen wir einen Augenblick bei der Betrachtung dieses Er- 
gebnisses. Ist p = fij so befindet sich auf der rechten Seite der 
Gleichung eine Grösse, die von den x nicht mehr abhängig ist, und 
mithin liefert diese Formel dann für die x^. . ,Xp bestimmte end- 
liche Werthe. 

Überdies lässt in dem Fall das System nur eine Lösung zu^ 
weil ja die Gleichungen (4) für Xi einen einzigen Werth darbieten. 

Ist p <in, dann erscheint die rechte Seite als ein linearer Aus- 
druck in Xp^i . , . Xn- Theilen wir diesen Veränderlichen beliebige 
endliche Werthe zu, so ergeben sich endliche und bestimmte Werthe 
für die x^, ,.Xp. Das System der vorgelegten Gleichungen bestimmt 
dann die Unbekannten nicht auf eine einzige Weise, sondern {n — p) 
von ihnen können beliebige Werthe zugewiesen werden und die 
übrigen p erscheinen dann eindeutig bestimmt. Lösungen des Systems 
giebt es dann in unendlicher Anzahl und eigentlich {n — 2))-fach un- 
endlich viele, weil wir ja {n — p) Unbekannten beliebige Werthe zu- 
weisen dürfen. Jede mögliche Lösung des Systems kann dann nur 
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inbegriffen sein unter den auf diese Weise erhaltenen Lösungeu^ weil 
vorausgesetzt^ dass 

^1 ^^ ^1 ; • • • '^p ^^^ ötp y ^p-\-l = ^/)-|-l ; • • • '^n ^^= ^n 

eine Lösung des gegebenen Systems sei, diese gleichzeitig den ersten 
p Gleichungen von der Form (3) Genüge leisten muss und auch den 
Gleichungen (4). Wenn man in diesen letzteren Xp^i = Op-j-i, .,.Xn=an 
setzt, kann man nur den einen Werth a,- für Xi erhalten, da die Glei- 
chungen (4) für Xi (i = 1, 2, . . .jp) einen einzigen Werth liefern^ 
wenn Xp^t . . . ^n festgelegt sind. 

Man sieht, es genügt die Voraussetzung, alle Ar seien gleich 
Null, um behaupten zu können, dass stets wenigstens eine Lösung 
des Systems vorhanden sei; andrerseits ist die Bedingung Ar == 
auch nothwendig dafür, dass die Gleichungen mit einander verträglich 
sind, oder dai^ eine Lösung überhaupt möglich ist. Also sind die- 
Bedingungen Ar = (r = 1, 2, . . . m) nothwendig und hin- 
reichend für die Verträglichkeit der Gleichungen (1). 

Eine Folgerung, die diesem Lehrsatze in Verbindung mit der 
Bemerkung auf S. 198 f. entstammt, ist es, wenn wir sagen: 

Verschwinden die oben dargestellten m Determinanten 
Ar, so werden auch, bei der dann eintretenden Verträglich- 
keit der vorgelegten Gleichungen, alle die übrigen Deter- 
minanten der Ordnung (jp+l) verschwinden, die den Ar ent- 
sprechen, jedoch in den ersten p Spalten von ihnen ab- 
weichen. 

Wir können den gedachten Bedingungsgleichungen eine knappere 

und geschmackvollere Gestalt verschaffen. 

Capelli, Sopra la compatibilitä o incompatibilitä di piü equazioni di 
primo grado fra piü incognite. Riv. di mat. t. 2 (1892) [54 — 58]. 

Betrachten wir die Matrix 



ö^ll . . - Clin Vi 



0/fnl • • • (jf'mn y 



m 



= {B) 



Es kann diese Matrix nicht zum Bang eine Zahl besitzen, die 
kleiner als p wäre, weil ja wenigstens die Determinante der ersten 
p Zeilen und Spalten von Null verschieden ist, nämlich die Deter- 
minante A. 

Die (JS) zugehörigen Determinanten der Ordnung (i> + 1) sind 
entweder in der Matrix {A) der Koeffizienten enthaltene Determinanten 
oder aber Determinanten von der Form der Ar. Doch im einen wie 
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im andern Falle sind sie Null, wenn (Ä) vom Bange p ist, und 
wenn die Gleichungen mit einander verträglich sind. 

Wir können mithin aussprechen, dass bei dieser Voraussetzung 
auch der Matrix (E) der Bang p zugehört. Andrerseits, wenn ihre 
Bangzahl p ist, so leuchtet ein, dass alle Ar Null sind, weil es ja 
Detenninanten der Ordnung (p -|- 1) sind. Somit ist der Schluss 
erlaubt: 

Sollen die gegebenen Gleichungen mit einander ver- 
träglich sein, oder^ was damit übereinkommt, sollen sie 
eine oder mehrere Lösungen zulassen, so ist nothwendig 
und hinreichend, dass die Matrix der JCi>effizienten und die 
Matrix (B) die nämliche Bangzahl besitzen. 

Wenn diese Bedingung erfüllt ist, so ist, wie wir zeigten, das 
System von m Gleichungen auf ein System von nur p Gleichungen 
zurückgeführt und die übrigen (m — p) sind von diesen abhängig. 
Die p Gleichungen sind sicher unabhängig, das heisst, es besteht 
nicht zwischen ihnen irgendwelche lineare homogene Beziehung, da 
ja andernfalls zwischen den Elementen der Spalten von Ä eine gleiche 
lineare homogene Beziehung statthaben würde und A damit gegen die 
Annahme verschwinden würde. 

Also können wir den Satz aussprechen: 

Der Bang p der Matrix des Systems stellt die grösste 
Anzahl von unter einander unabhängigen Gleichungen dar, 
die in dem gegebenen Systeme enthalten sind. 

Nun ist es nützlich, den besonderen Fall anzumerken, wo die 
Zahl der Gleichungen mit derjenigen der Unbekannten übereinstimmt, 
m = n. 

Wenn dann die Determinante der Koeffizienten von Null 
verschieden ist, wird die Bangzahl p gleich n sein und das 
System wird stets eine einzige Lösung gestatten; wenn im 
Gegentheil die Determinante der Koeffizienten Null ist und 
den Bang p besitzt, und p auch als Bang derjenigen Matrix 
zugehört, die entsteht, wenn man zur Matrix der Determi- 
nante der Koeffizienten die Spalte der rechtsseitigen Glieder 
der vorgelegten Gleichungen hinzufügt, so sind diese ver- 
träglich, kommen auf nur p von einander unabhängige zu- 
rück und lassen unendlich viele Lösungen zu. (oo**~^). 

Ist m = w -|- 1, übersteigt also die Zahl der Gleichungen die der 
Unbekannten um eine Einheit, dann wird die Matrix (B) zur Matrix 
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einer Determinante der Ordnung (n + 1). Die Matrix der Koeffizienten 
enthält Determinanten höchstens von der Ordnung n. Es muss also, 
damit die (n -f- 1) Gleichungen zusammen bestehen können, die Matrix 
(B) eine Rangzahl besitzen, die kleiner als (n -f- 1) ist, und himmach 
muss die Determinante der Ordnung (n + 1) NuU sein, mit andern 
Worten: 

Damit (n -|- 1) Gleichungen zwischen n Unbekannten 
neben einander bestehen können, muss die Determinante der 
Koeffizienten und der bekannten Glieder verschwinden. 

Wir wollen nunmehr den Fall in Betracht ziehen, wo in den 
gegebenen Gleichungen auf der rechten Seite überall Null erscheint, 
also m lineare Gleichungen vorgelegt sind der Gestalt: 

«11 ^1 + • • • + ai«^« = 

/Qj . ... . • 

«mlÄJi + • • • + C^mn^n = 

Solche Gleichungen pflegt man homogen zu nennen. 

Es sind dann die oben behandelten Determinanten A^ sicher alle 
Null, mithin giebt es stets wenigstens eine Lösung des Systems. Dem 
entsprechend wird ja thatsächlich in diesem Fall immer wenigstens 
die Lösung 

vorhanden sein. 

Aus der vorausgehenden Erörterung ergiebt sich auch, dass, 
wenn der Rang der Matrix der Koeffizienten den Werth p = n hat, 
dann eine einzige Lösung besteht, und diese kann daher nur die 
soeben angegebene sein, sodass wir schliessen dürfen: 

Damit ein System von homogenen Gleichungen eine 
Lösung gestatte, die verschieden ist von der augenfälligen 
Lösung x^ = x^ = ' ' * = Xn ^=^ Oy ist nöthig, dass der Rang der 
Matrix der Koeffizienten kleiner sei als n, also kleiner, als 
die Anzahl der Unbekannten. 

Offenbar kann der Rang dieser Matrix weder grösser sein, als m, 
noch als n und wird höchstens der kleineren dieser beiden Zahlen 
gleich kommen können. Ist m<w, dann werden sich, da doch sicher- 
lich die Rangzahl p kleiner als n sein wird, mit Bestimmtheit für die 
Unbekannten Werthe finden lassen, die nicht sämmtlich Null sind 
und die allen Gleichungen Genüge leisten. 

Für m = n erhält man den Satz: 
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Damit ein System von n linearen homogenen Oleichungen 
in n Unbekannten durch Werthe der Unbekannten, die nicht 
sämmtlich Null sind, befriedigt werde, muss die Determi- 
nante des Systems Null sein. 

Für ein System von solcher Beschaffenheit kann also der Höchst- 
betrag der Rangzahl p gleich (n — 1) sein. Aus unserer allgemeinen 
Darlegung geht hervor, dass dann hier für die x eine einfach unend- 
liche Schaar (n — {n — 1) = 1) von Werthen auftritt, die den Glei- 
chungen Genüge leisten, und dass überdies (n — 1) Gleichungen un- 
abhängig sind und die letzte eine Folge der ersteren. 

Ein Minor von der Ordnung (n — 1), und von Null verschieden, 
sei der in den ersten (w — 1) Spalten und Zeilen enthaltene; es sind 
dann unabhängig die (n — 1) Gleichungen: 

ötji ^1 + • • • + am Xn = 
(ß) ' • • • • 

Wir wollen mit 

-^n 1 ) -^n 2 ; • • • -^n n 

die algebraischen Komplemente der Elemente der letzten Zeile be- 
zeichnen innerhalb der Determinante n-ter Ordnung der a. 

Diese algebraischen Komplemente sind nichts andres, als die De- 
terminanten von der Ordnung (n — 1), welche in der Matrix der Ko- 
effizienten aus den Gleichungen (6) vorkommen. 

Nach den Eigenschaften der Determinanten werden offenbar, wenn 
wir an Stelle der x im System (6) die Grössen 

einsetzen, wobei q eine beliebige Grösse vorstellt, die Gleichungen (6) 
alle identisch befriedigt. Diese Grössen sind hiemach die Lösungen 
des Systems, der Zahl nach eine einfach unendliche Schaar. 
Mithin gilt der Satz: 

Hat man (n — 1) lineare homogene Gleichungen in n Un- 
bekannten, deren Matrix verschieden von Null und vom 
Range (n — 1) ist (siehe den vorausgehenden Paragraphen), 
so sind die Unbekannten proportional den Minoren der Ord- 
nung (n — 1), die in solcher Matrix enthalten sind. 

Nach der kürzlich geschehenen Anmerkung, dass die Rangzahl p 
die kleinere der beiden Zahlen m und n nicht überschreiten kann, 
und in Erinnerung dessen, dass p gerade die Anzahl der linearen 
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Gleichungen vorstellt, die von einander unabhängig sind, kommen wir 
zu dem Ausspruch: 

Es kann nicht mehr als n von einander unabhängige, 
lineare homogene Gleichungen mit n Unbekannten geben. 

Die Frage, die wir in diesem Abschnitt behandelt haben, nach 
der Auflösung der linearen Gleichungen, ist namentlich für die Lehre 
von den Determinanten von hoher geschichtlicher Bedeutung. Es ist 
die Frage, die gewissermaassen zu dem Gedankengebilde der Deter- 
minanten selbst die Veranlassung gegeben hat. 

Die Formel (4) heisst die Formel von Gramer, weil sie in gewissem 
Sinne als von diesem Schriftsteller aufgestellt gelten darf in einer zu seiner Zeit 
berühmten Schrift: 

Gramer, Introduction ä Tanalyse des lignes courbes algäbriques. Genäve 
1750. Appendice: De T^vanouissement des inconnues. S. 668. 

Die Frage wurde dann, zugleich mit der andern der Elimination, der sie 
nahe verwandt ist, von Euler, Bezout, Yandermonde und Laplace be- 
handelt. 

Euler, Nouvelle m^thode d'^liminer les quantitäs inconnues des ^quations. 
Mäm. de Tac. Berlin, t. 20. annäe 1764 (1766) [91—104]. 

Bezout, Becherches sur le d4gr4 des äquations räsultantes de Tävanouisse- 
ment des inconnues, et sur les moyens qu'il convient d'employer pour trouver 
ces ^quations. Mäm. de l'ac. Paris t. 33. ann^e 1764 (1768) 8* [;483— 668]. 

Vandermonde, a. a. 0. oben S. 38. M^m. de Tac. Paris. Ann^e 1772. 
See. partie (1776) [516—532]. 

Laplace, a. a. 0. oben S. 38. Mäm. de l'ac. Paris. Annäe 1772. See. 
partie (1776) [267—376] Article 4. 

Bezout, Theorie g^n^rale des ^quations alg^briques. Paris 1779. 

Die Einführung des Begriffes Rang (Charakteristik)^ mittelst 
dessen sich die Behandlung der Aufgabe so allgemein und geschmack- 
voll gestalten lässt^ ist neueren Ursprungs. Von deutschen Schrift- 
stellern haben hauptsächlich Frobenius und Eronecker sich dieses 
fruchtbaren Begriffes bedient. (Siehe Encycl. d. math. Wiss. I B 1 b. 

Art. 12. Anm. 46.) Man vergleiche übrigens 

Baltzer, Det. 1881. S. 73 Anm. 

Rouch^, Sur la discussion des ^quations du premier degrä. C. B. t. 81. 
juillet — däcembre 1876 [1050—1052]. 

D^Ovidio, Bicerche sui sistemi indeterminati di equazioni lineari. Acc. 
di Tor. vol. 12. 1876—77 [334—349]. 

Gapelli, in seiner oben (S. 201) angeführten Note. 

Garbieri, a. a. 0. Siehe Literaturbericht zu § 57. Atti Acc. Gioenia vol. 6. 
ser. 4 (1893), sowie die schätzbaren Behandlungen der Algebra von Cesäro 
(Torino, 1894) und Capelli (Napoli 1895). 

Es lassen sich die Determinanten auch yerwerthen bei Auflösung 
eines Systems von Gleichungen; die nicht alle linear sind. Für den 
Fall eines Systemes^ das aus (n — 1) linearen und einer quadratischen 

Gleichung besteht^ vergleiche man: 

Baur, Auflösung eines Systems von Gleichungen, worunter eine quadratisch, 
die andern linear. Zeitschr. f. Math. 14. Jahrg. (1869) [129—140]. 
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Yersluys, Applications des d^terminants ä Talg^bre et ä la g^om^trie 
analytique. Arch. d. Math. 53. Theil (1871) [137—187]. 

Zur Auflösung eines Systems von (n — 2) linearen und zwei 

quadratischen Gleichungen ist nachzulesen: 

Gundelfin^er, AuHösung eines Systems von Gleichungen, worunter zwei 
quadratisch und die übrigen linear. Zeitschr. f. Math. 18. Jahrg. (1873) [543 — 651]. 



8 57. Die Besiiltante zweier Gleichungen. 
Die Diskriminante einer Gleichung. 

Die Besultante zweier Gleichungen ist eine ganze rationale 
Funktion in den Koeffizienten der beiden Gleichungen und zwar eine 
solche, deren Verschwinden nothwendige und hinreichende Bedingung 

dafür ist; dass die beiden Gleichungen eine gemeinsame Wurzel haben. 

Die Eesultante wurde zuerst von Euler aufj^estellt. 

Euler, Demonstration sur le nombre des points, ou deux lignes des ordres 
quelconques peuvent se couper. M^m. de l'ac. Berlin, t. 4. ann^e 1748 (1760) 
[234—248]. 

Euler, a. a. 0. oben S. 206. M^m. de Tac. Berlin, t. 20. ann^e 1764 (1766) 
[91—104] S. 96 ff. 

Bezout, a. a. 0. oben S. 205. M^m. de Tac. Paris, ann^e 1764. t. 33. 
Amsterdam 1768 [483—668]. 

Lagrange, Sur l'^limination des inconnues dans les ^quations. M^m. de 
Tac. Berlin, t. 25. ann^e 1769 (1771) [303—318] = Oeuvr. de Lagrange t. 3. Paris 
1869 [141—164]. 

Jacobi benutzte zu diesem Zwecke die Determinanten. Man vergleiche 

Jacobi, De eliminatione variabilis e duabus aequationibus algebraicis. 
Joum. f. Math. Bd. 15 (1836) [101 — 124], wieder abgedruckt in Jacobi, Ges. 
Werke, Bd. 3. Berlin 1884 [297—320]. 

Weiterhin ist noch hinzuweisen auf: 

Sylvester, A method of determining by mere inspection the derivatives 
from two equations of any degree. Phil. Mag. vol. 16 (1840) [132 — 135]. 

Eichel ot, Nota ad theoriam eliminationis pertinens. Joum. f. Math. Bd. 21 
(1840) [226— 2341 

Hesse, Über die Bildung der Endgleichung, welche durch Elimination 
einer Variabein aus zwei algebraischen 6-leichungen hervorgeht, und die Be- 
stimmung ihres Grades. Joum. f. Math. Bd. 27 (1844) [1 — 5], wieder abgedruckt 
in Hesse, Gesammelte Werke. München 1897 [83—88]. 

Rosenhain, Exercitationes analyticae in theorema Abelianum de inte- 
gralibus functionum algebraicarum. Joum. f. Math. Bd. 28 (1844) [249 — 278]. 

Rosenhain, Neue Darstellung der Resultante der Elmiination von z aus 
zwei algebraischen Gleichungen f{z) = und (p{z) = vermittelst der Werthe, 
welche die Funktionen f{z) und (p{z) für gegebene Werthe von z annehmen. 
Joum. f. Math. Bd. 30 (1845) [157—165]. 

Sylvester, On a theory of the syzygetic relations of two rational integral 
fonctions. Phil. Tr. 1863. vol. 143. part. 1 [407—548]. 

Hermite, Extrait d^une lettre de Mr. Ch. Hermite de Paris ä Mr. Borchardt 
de Berlin sur le nombre des racines d'une ^quation alg^rique comprises entre 
des limites donn^es. Joum. f. Math. Bd. 52 (1856) [39—51]. 

Cayley, Memoir on the resultant of a System of two equations. Phil. 
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Zur Ergänzung dieses Quellenverzeiclinisses benutze man als Wegweiser in 
dem vorliegenden Forschungsgebiete Encycl. d. math. Wiss. I B 1 a. Art. 16 — 19. 

Die Beschäftigung mit der Besultanten erscheint von besonderer 
Wichtigkeit im HinbKck auf die Lehre von den Invarianten^ wenn 
man ihren Ausdruck vermittelst der fundamentalen Invarianten des 
Systems zweier gegebenen algebraischen Formen beachtet. Es sind 
in dieser Richtung sehr viele Untersuchungen durchgeführt worden, 
wir können uns jedoch hier auf deren Erörterung nicht einlassen. 

Wir werden uns darauf beschränken, die Resultante von dem 
Gesichtspunkte der Determinanten aus zu behandeln. 

Es giebt mancherlei Formen für die Determinante, durch die die 
Resultante zweier Gleichungen sich darstellen lässt, und dies rührt 
von der Verschiedenheit der Wege her, die man dabei verfolgen kann. 
So lässt die Methode von Bezout eine Determinante n-ter Ordnung 
entstehen (wenn n nämlich die grössere der beiden Zahlen ist, die 
die Grade der gegebenen Gleichungen ausdrücken), die Methode von 
Euler lässt zu demselben Ergebniss gelangen, auf das man mit der 
sogenannten dialytischen Methode Sylvesters geräth, sie giebt aber 
eine Determinante der Ordnung (m + n), wenn m, n die Grade der 
beiden Gleichungen sind. 

Die vorgelegten Gleichungen mögen sein: 

q)(x) = a^x"^ + a^x""-^ + a^x'^-^ -(-... -f a^ = 
^(x) = bQX"" + h^x""-^ + 62^«-^ -f . . . -f 6„ = 

Multiplizieren wir die erste mit 

xmd die zweite mit 

so erhalten wir im Ganzen (n -j- m) Gleichungen, die gleichzeitig be- 
stehen müssen, wenn die beiden gegebenen Gleichungen von einer 
und derselben Wurzel x befriedigt werden. Diese (n + ^) Gleichungen 
sind linear und nicht homogen in den 

^n+m-l ^ ^nH-m-2 ^ ... x^ , X , 

die der Zahl nach (n + m — 1) sind. 

Damit diese (n -j- m) linearen Gleichungen mit einander ver- 
träglich sind (Siehe S. 202 f.), muss die folgende (n -|- m)-reihige 
Determinante der Koeffizienten a^ . , , am h^ , . .bn verschwinden: 
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B = 











a, tti 



% «j 
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'i 
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6, 







Diese Determinante ist vom Grade n in den Koeffizienten von 9 
und vom Grade m in denen von ^. 

Das Verschwinden dieser Determinante ist nun, wie wir leicht 
zeigen können, auch die hinreichende Bedingung dafür, dass die 
beiden Gleichungen eine gemeinsame Wurzel besitzen. 

Wir wollen also nachweisen, dass, wenn 11 = ist, sicherlich die 
beiden Gleichungen wenigstens eine gemeinsame Wurzel haben. Der 
Einfachheit wegen nehmen wir an m = 3 , w == 2 ; dann wird die 
Determinante JR werden: 

ttQ % ttg ag 
a^ tti «2 «3 
B= \ \ l^ 

60 h h 

60 ^1 ^2 

Wir wollen nun die linearen und homogenen Gleichungen auf- 
stellen: 

cf'oh + ^o'^s = 

ö^i'^i + %^2 + h^s + \h = 

agAi + a^Aa + 62^3 + ^1^4 + ^0^5 = ^ 
»8^1 + «2^2 + hh + \h = 

OgAg + 62^5 = 

Die Determinante dieser Gleichungen ist gerade unser JR. Wenn also 
B gleich Null wird, so ergiebt sich, nach den Erörterungen über 
lineare homogene Gleichungen (Siehe S. 203 f.), dass es Werthe der 
Unbekannten X giebt, die nicht sämmtlich Null sind und die alle 
Gleichungen befriedigen. Sind dann die Werthe der A auf solche Art 
bestimmt, so multipliziere man beziehungsweise 



Pascal, Determinanten. 
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x^{x) 


mit 


^1 


(p(x) 


mit 


X, 


x^tlf(x) 


mit 


h 


x^{x) 


mit 


h 


t(x) 


mit 


h 



und addiere darauf. Man sieht leicht ein, dass man als Ergebnis» 
identisch Null erhält. Also wird identisch: 

(X^x + Ag) q>{x) + (As^J* + A^a; + A5) tl;(x) = 

und hieraus folgt (da (p(x) vom 3. Grade ist), dass wenigstens eine 
der Wurzeln von (p(x) = auch eine Wurzel von tl;(x) = sein 
muss, da ja der andere Faktor im zweiten Gliede dieser Gleichung 
nur vom 2. Grade ist in x und daher nicht alle drei Wurzeln von q> 
auch seine Wurzeln sein können. 

Aus dieser Betrachtung gewinnen wir die weitere wichtige Fol- 
gerung, eine Eigenschaft der Determinante B betreffend. Ist J2 = 0, 
so bestehen nicht nur neben einander die linearen homogenen Glei- 
chungen: 

«0f*l + ^l(h + «2f*8 + «3f*4 = 

ö^0f*2 + «lf*S + «2f*4 + «3f*5 = 

^0f*l + ^f*2 + ^2f*3 =0 

^0f*2 + &lf*8 +&2f*4 =0 

^0f*3 + &lf*4 + &2f*5 = 

sondern aus der oben angedeuteten Beweisführung ergiebt sich auch, 
dass sie befriedigt werden, wenn man setzt: 

wobei X jene gemeinsame Wurzel der beiden Gleichungen q) = und 
^ = ist. Indessen folgt aus der Lehre von den linearen Gleichungen, 
dass die Werthe ft, die dem vorangehenden Systeme genügen, pro- 
portional sind den algebraischen Komplementen (diese von Null ver- 
schieden vorausgesetzt) der Elemente einer beliebigen Zeile innerhalb 
der Determinante R des Systems. Also gilt der Satz: 

Wenn R gleich Null ist, so sind die algebraischen Kom- 
plemente der Elemente aus einer seiner Zeilen (wenn sie nicht 
Null sind) proportional den auf einander folgenden Potenz- 
werthen einer und derselben Grösse, das heisst, sie bilden 
eine geometrische Reihe. 
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Überdies können wir auch den Werth der gemeinsamen Wurzel 
beider Gleichungen herleiten, da doch augenscheinlich nach unserer 
Darlegung der Werth der gemeinsamen Wurzel gleich 
kommt dem Yerhältniss der algebraischen Komplemente von 
zwei auf einander folgenden Elementen innerhalb einer be- 
liebigen Zeile von JB. 

Machen wir nun die Annahme, dass alle algebraischen Komple- 
mente der Elemente von R verschwinden, dann lassen die linearen 
Gleichungen bezüglich A eine doppelt unendliche Schar von Lösungen 
zu. Daher können wir für A^, Ag, A3, A^, Ag zwei verschiedene Werth- 
systeme auffinden, welche sich von einander nicht blos um einen 
Proportionalitätsfaktor unterscheiden. In Folge davon erhalten wir 
zwei Identitäten der Gestalt: 

(X^x + A2) (p{x) + (X^x^ -f A^fl? + A5) ^(a;) = 
{Xix + A2) (p{x) + {kix^ + Xix + U)t{(X)) = 

und wenn wir die erste mit As multiplizieren, die zweite mit Ag und 
subtrahieren, so ergiebt sich: 

[(Ai A3 — AiAs)^ + (^2^8 — AsAs)] 9(oc) + 
+ [(A4A3 — XUs)x + (AßAi — AsAj)] t(x) = 

Hieraus kann man entnehmen, dass wenigstens zwei Wurzeln von 
q)(x) = (und dies ist vom 3. Grade) unter denjenigen von ^(a?) == 
enthalten sein müssen, weil ja der Faktor, der in dieser Identität 
mit ^ multipliziert erscheint, nur vom 1. Grade ist. 

Fährt man so fort, so erhält man schliesslich dies allgemeine 
Ergebniss: 

Wenn JB = ist, so haben die beiden Gleichungen sicher 
wenigstens eine gemeinsame Wurzel; es ändert sich aber 
nach dem Werthe des Banges von R die Anzahl der beiden 
Gleichungen gemeinsamen Wurzeln; im Besonderen, wenn 
die Bangzahl von R (m + n — Je) beträgt, also alle Minoren 
von höherer Ordnung als (m + n — k) Null sind ohne dass 
die von der Ordnung (m + w — k) sämmtlich verschwinden, 
dann werden die beiden Gleichungen k gemeinsame Wurzeln 
besitzen. 

Auf diese Weise sind wir dazu geführt, diese weitere, noch all- 
gemeinere Frage aufzuwerfen: Welches sind die nothwendigen 
und hinreichenden Bedingungen dafür, dass zwei Gleichungen 
k gemeinsame Wurzeln zulassen? Die kurz vorher aufgefundenen 

14* 
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Bedingungen stellen sich hier nur als die hinreichenden, nicht als 
die nothwendigen dar. 

Diese Bedingungen werden sich uns in einer Gestalt darbieten, 
die ziemlich einfach und derjenigen der oben aufgefundenen hin- 
reichenden Bedingungen entsprechend ist, wenn wir eine andere Form 
der Resultante in Betracht ziehen und zwar gerade die nach Bezout 
benannte Form. Wir werden hierin den beiden schon (Siehe S. 207) 
angeführten Aufsätzen von Darboux folgen. 

Wesentlich ist es, hier anzumerken, dass man eine entsprechende 
Untersuchung, die jedoch die Resultante nicht in der Form von 
Bezout, sondern in der von Euler behandelt, Garbieri zu verdanken 
hat, in seinem Aufsatze: Sulla teoria dell* eliminazione fra due 
equazioni (Siehe oben S. 207). Die nothwendigen und hinreichenden 
Bedingungen dafür, dass p gemeinsame Wurzeln vorhanden sind, wurden 
von Kronecker gegeben, indem er die Determinanten einer gewissen 
Folge, an deren Anfang die Resultante steht, gleich Null setzte. 
(Siehe Kronecker, Akad. Berlin, Ber. 1881; Netto, Journ. f. 
Math. Bd. 116.) 

Wir wollen die Methode von Bezout nach ihren Hauptzügen 
angeben. 

Wir beginnen mit der Voraussetzung, dass die beiden Gleichungen 
desselben Grades sind, also m = n, 

Multiplizieren wir die erste mit 6q und die zweite mit a^ und 
subtrahieren, so ergiebt sich eine Gleichung vom Grade {n — 1) der 
Gestalt: 

{a^\ — a^h^x'^-'^ + (a^\ — a^l^x"^-^ -\ f- («n^o — %^^ = ^ 

Multiplizieren wir nun die erste Gleichung mit 

h^ + h^ 
und die zweite mit 

und subtrahieren, so erhalten wir noch eine Gleichung vom Grade 
{n — 1) und zwar: 

(agfeo — a^h^x""-^ + [(»360 — %h) + K&2 - Ö2&i)]^"-^ H =0 

Wir können in dieser Weise fortfahren, indem wir die erste 
Gleichung mit 

IqX^ + hx + &2 

multiplizieren und die zweite mit 

üqX^ -f- a^ir + ttg 

und dann subtrahieren, und so des Weiteren. 
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Wir erhalten dann im Ganzen n Gleichungen vom Grade (n — 1) 
und damit diese alle zusammen bestehen können, muss die Determi- 
nante der sämmtlichen Koeffizienten gleich Null sein. Setzen wir im 
Allgemeinen: 

(üibj — ajbi) = (ij) 

so gewinnen wir die Determinante: 

(10) (20) ... (nO) 

(20) (30) + (21) ... (nl) 



(nO) (nl) 



(n, n — 1) 



= 



Wir haben hierin eine symmetrische Determinante w-ter Ordnung, 
deren Entwicklung in Bezug auf die Koeffizienten einer jeden der 
beiden Gleichungen vom Grade n ist. 

Sind unsere beiden Gleichungen nicht desselben Grades, so lassen 
sie sich auf denselben Grad bringen, indem man die von niedrigerem 
Grade mit einer passenden Potenz von x multipliziert. Man wird auf 
solche Weise alle die n Gleichungen herstellen können, die man in 
dem andern Fall erhält; daher wird sich auch nach dieser Methode 
eine Determinante des nämlichen Grades bezüglich der Koeffizienten 
der beiden Gleichungen ergeben. Da wir wissen, dass die Resultante 
vom Grade n sein muss in den Koeffizienten der Gleichung m-ten 
Grades und vom Grade m in den Koeffizienten der Gleichung w-ten 
Grades, so muss demgemäss augenscheinlich in diesem Falle sich ein 
Faktor abscheiden vom Grade (n — m) (n > m) in den Koeffizienten 
der Gleichung niedrigeren Grades. 

Wir können übrigens zu dem Ergebniss auch ohne fremden Faktor 
gelangen, wenn wir anstatt n Gleichungen nach der angegebenen 
Methode aufzustellen nur m davon nach einander bilden und für die 
übrigen (n — m) Gleichungen die folgenden wählen: 



^n-m-l^(^^) = 
X»-'^-^g)(x) = 



aP q){x) = 

alles Gleichungen, deren Grad gleich oder kleiner ist als n — 1. 

Man wird dann nicht mehr eine symmetrische Determinante er- 
halten, sondern die m ersten Zeilen werden wie vorher gebildet sein, 
die andern (n — m) aber im Gegentheil aus den Koeffizienten der 
Gleichung niederen Grades. 
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Für n = 4; m = 2 erhält man znin Beispiel die folgende De- 
terminante: 

, ao , «1 ? «2 

Nach der Methode von Bezout gelangt man also in jedem Fall 
stets zu Determinanten von der Ordnung n, während man mit dem 
Verfahren Eulers Determinanten der Ordnung (n + m) bekommt. 
Diese zweierlei Determinanten sind von gleichem Grade mit Bezug 
auf die Koeffizienten der beiden Gleichungen und lassen sich eine in 
die andere überführen. 

Wir wollen nicht auf die Einzelheiten dieser Umwandlung ein- 
gehen, worüber man nachlesen mag: Trudi, Teoria dei determinanti. 
Napoli 1862. S. 101, Baltzer, Dei 1881. S. 123 flf. 

Wir gehen statt dessen dazu über, folgenden Lehrsatz von 
Darboux (a. a. 0.) nachzuweisen: 

Nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass 
die beiden Gleichungen vom Grade m^n (m ^n)p gemein- 
same Wurzeln haben, ist es, dass die Matrix der Determi- 
nante von Bezout (n — p) zum Bang hat. 

Zum Beweis, dass diese Bedingung hinreicht, kann man durchaus 
denselben Weg gehen, der im Fall der Eul er sehen Determinante 
eingeschlagen wurde. 

Die Überlegung wird dieselbe sein wie dort, wir wollen uns mit- 
hin deren Wiederholung erlassen. 

Was aber den Nachweis daför anbetrifft, dass die angezeigte Be- 
dingung wirklich nothwendig ist, so folge hier die Beweisführung 
von Darboux. 

Wir setzen: 

(PqX + 6i ) (p(x) — (üqX + a^ ) 7l;{x) = fi(x) 

• • • 

Die Determinante von Bezout wird durch die Koeffizienten der 
folgenden Gleichungen gebildet, deren Grad gleich oder geringer ist, 
als (n — 1): 
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(1) 



X 



n — m — 



/i(x) = 

fm^l(x) = 
l^(^) = 



Setzen wir nun voraus, dass 9? und ^ einen gemeinsamen Faktor 
Tom Grade p besitzen und sei dies F(x), so werden offenbar alle auf 
«der linken Seite dieser Gleichungen stehenden Ausdrücke F(x) zum 
Faktor haben und es wird darum geschrieben werden können: 

^(a;)= Fo{x)F(x) 

A(^)= F,(x)Fix) 



(2) 



X 



n — m — 



f,n-i(x)= F„-i(x)F{x) 
iip(x) = «»-"—1 9)1(0;) F{x) 



Es mag überdies noch 

7l;(x) = fl;j^(x)F{x) 
«ein, 9i und ^^ keinen weiteren gemeinsamen Faktor enthalten. 



Setzen wir dann: 



x^F(x) = 0Q 
x^F(x) = 0^ 



so wird offenbar, dass alle die n Polynome (1) sich linear und homogen 
Termittelst der iSqZ^^ . . , sSn—p—i ausdrücken lassen, die aber ihrerseits 
lineare Ausdrücke in den 

x^ x^ X^ ' ' ' x^—^ 
sind. 

Somit dürfen wir behaupten, dass in Absicht des Zusammen- 
bestehens der Gleichungen (1) die z identisch verschwinden müssen. 
Setzen wir: 

9?i = UqX'^-p + a^x"^-^-^ H h «m-p 
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so finden wir: 

Fo = n [fioVi (a;) — «0^1 («)] 

• • • • • • » 

Also ist das System der Gleichungen 

Fo = 0, F, = 0, ... Fm-p-i = 
auf das folgende Gleichungensystem zurückführbar: 

Fo = /3o9i(^) — «^0^1 (^) = 

i^i = (ßo^ + /»i)g>i(^) — K^ + «i)^i(^) = 

• • • 

Fin-p-i = (/3o^^-^-' + • • • ) 91 (^) — K^"-'-' + • • • ) ^i(^) = 

Will man nach dem Verfahren von Bezout die Resultante der 
Gleichungen vom Grade (m — p) und (n — jp) , 9i = und ^^ = 
aufsuchen, so hat man die Determinante der Koeffizienten gerade von 
diesen (n — p) Gleichungen: 

Fo==0 Fi = ... JP;_^_i = 

zu bilden. 

Diese Determinante ist daher von Null verschieden, weil q)^ und 
^1 der Annahme nach keinen gemeinsamen Faktor besitzen; indessen 
stimmt, nach den soeben geschehenen Bemerkungen, die Determinante 
überein mit der zu den folgenden Gleichungen gehörigen: 

Fq== ... Fm—p—l = 

Multiplizieren wir in diesen Gleichungen jede Potenz von x mit 
F(x), so erhalten wir ebenso viele lineare Gleichungen in 0^0^... 
und deren Koeffizienten sind augenscheinlich dieselben, wie sie diesen 
nämlichen Gleichungen als linearen Gleichungen bezüglich der ver- 
schiedenen Potenzen von x zukommen. Wir erfahren also, dass (n — p) 
lineare Gleichungen in den (n — p) Grössen eine von Null ver- 
schiedene Determinante besitzen, dass mithin keine weiteren Werthe 
für die vorhanden sind, die gleichzeitig jenen Gleichungen Genüge 
leisten könnten, als nur die Werthe Null. 

Die n Gleichungen (1) sind daher sämmtlich lineare Verbindungen 
der übrigen Gleichungen, die zwischen denselben Veränderlichen be- 
stehen, und deren Anzahl (n — p) beträgt, nämlich: 

^0 = 0, 0^ = 0, . . ., 0n-p-l = O. 
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Mithin sind von jenen n Gleichungen wenigstens p eine Folge der 
übrigen und nach einem Lehrsatze über lineare Gleichungen ersieht 
man, dass die Bangzahl der Determinante der Koeffizienten aus dem 
Gleichungensystem (1) nicht grösser sein kann als (n — ^); sie kann 
jedoch auch nicht kleiner sein, widrigenfalls man bei Wiederholung 
des ersten Theiles des Nachweises (soweit er sich nämlich auf die 
Erkenntniss des hinreichenden Charakters der Bedingungen bezieht) 
den Schluss zu machen haben würde, dass die vorgelegten beiden 
Gleichungen mehr als^^ gemeinsame Wurzeln hätten und dies zwar 
im Widerstreit gegen die Annahme. 

Wenn man, wie oben gesagt (Siehe S. 212), Garbieri zufolge 
eine ähnliche Untersuchung anstellt, wobei man jedoch die Eulersche 
Determinante in Betracht zieht, so findet man Bedingungen, die den 
hier erörterten entsprechen, die sich zwar nicht auf eine quadratische 
Matrix beziehen lassen, aber wohl auf eine gewisse rechteckige Matrix, 
die in der Eulerschen Determinante enthalten ist. 

Das ist nämlich eine rechteckige Matrix, die man aus der 
Eulerschen Determinante herleitet, wenn man die ersten (n — ^ + 1) 
Zeilen der a und die ersten (m — jp + 1) Zeilen der 6 herausnimmt 
und die letzten (p — 1) Spalten unterdrückt, die dann nur mit Ele- 
menten Null besetzt erscheinen. 

Bedingung dafür, dass hier p gemeinsame Wurzeln vorhanden 
sind, ist, dass diese Matrix (nach der Bezeichnung Garbieris) einfach 
Null wird, das heisst, dass sie zum Rang (m -{- n — 2^) + 1) habe 
oder dass alle in ihr vorkommenden Determinanten höchster Ordnung 
(deren Ordnungszahl gerade (m -}- n — 2p -]- 2) beträgt) verschwinden 
und nicht alle von niedrigerer Ordnung Null werden. 

Die Bedingungen für das Vorhandensein von p gemeinsamen 
Wurzeln sind rein aus dem Gesichtspunkte der Determinantenlehre^ 
abgesehen also von jeder Beziehung zu Invarianten, behandelt durch 
Lüroth und Noether. (Siehe Literaturverzeichniss auf S. 207.) 



Andere Methoden zur Untersuchung der Resultanten sind gegeben 
von Rosenhain (a. a. 0. Joum. f. Math. Bd. 30), Cayley (a. a. 0. 
Joum. f. Math. Bd. 53) und von Borchardt (a. a. 0. Joum. f. Math. 
Bd. 57). 

Das Cayleysche Verfahren besteht in einer gewissen Abwandlung 
des Bezout sehen. Sind (p(x) = 0, ^(x) = die beiden in Rede 
stehenden Gleichungen und vom gleichen Grade, so betrachten wir 
den in x und y symmetrischen Ausdruck 
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\ 9 "J X — y 

Führen wir die hier angezeigte Division aus, so lässt sich F schreiben 

n— 1 

Haben nun g) = , ^ = eine gemeinschaftliche Wurzel, so müssen 
für den Werth von Xy der dieser Wurzel entspricht, die Koeffizienten 
der verschiedenen Potenzen von y in diesem Ausdrucke verschwinden, 
man erhält dann also die Gleichungen: 

^Cio af = 
» 

^Cii X' = 

i 

^Ci^n-lX' = 
i 

Daraus folgt das Verschwinden der Determinante 

Jai == ^^ ~r" Cqq C^^ ^22 • • • Cn — i^ ^ — i 

und diese Determinante ist die Resultante. Der vorliegende Aus- 
druck für die Resultante ist von besonderer Bedeutung, weil ihre Be- 
handlung innerhalb der Invariantentheorie der binären Formen, wie 

Gordan gezeigt hat, hier ihren Ausgang nimmt. 

Gor d an, über die Bildung der Resultante zweier Gleichungen. M. A. 
Bd. 3 (1871) [355—414]. 

Schreibt man F in seiner sogenannten symbolischen Form (Siehe 
Clebsch, Theorie der binären algebraischen Formen. Leipzig 1872; 
Gordan, Vorlesungen über Invariantentheorie, Bd. 2. Binäre Formen. 
Leipzig 1887 oder in zusammenfassender Darstellung Pascal, Reper- 
torium der höheren Mathematik L Leipzig 1900. Kap. 12.) 

TT? n — In — 1 n — 1 w — 1 

F=^rx Sy = ria: Siy = . . . 

so zeigt Gordan, dass die Resultante ü symbolisch durch 

B. = UiTin) (SiSk) {i,k = 0, 1, ... w — 1) 

ausgedrückt wird. 

Aus dem Gesichtspunkte der Formenlehre betrachtet, beruht die 
grosse Bedeutung der Besultante auf dem Umstände, dass sie ein aus 
den Koeffizienten der beiden Gleichungen gebildeter Ausdruck ist, der 
die sogenannte Invarianteneigenschaft besitzt oder dass sie eine 
Invariante ist. (Siehe die vorher angeführten Schriften.) 
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Wir dürfen uns hierauf nicht weiter einlassen, weil es uns von der 
Determinantenlehre, unserem Hauptgegenstande weitab führen würde 
und wollen nur noch einige Bemerkungen und Hinweise hinzufügen. 

Es lässt sich nachweisen (und dies hat Gordan gethan), dass die 
invarianten Bedingungen für das Vorhandensein von zwei (nicht einer) 
zweien Gleichungen gemeinsamen Wurzeln nicht durch das Verschwinden 
zweier Invarianten ausgedrückt werden können, sondern durch das 
Verschwinden aller Koeffizienten einer gewissen Kovariante, die von 
Gordan & genannt worden ist. 

Im Gegensatz hierzu lassen sich die invarianten Bedingungen für 
das Auftreten von drei gemeinschaftlichen Wurzeln zweier Gleichungen 
darstellen, indem man zu der Bedingung, die das identische Ver- 
schwinden von ® ausspricht, die Bedingung des Verschwindens einer 
weiteren Invariante hinzufügt. Hierfür ist der Nachweis durch 

Pascal geführt. 

Pascal, Sopra certi covarianti simultanei dei sistemi di due quartiche e 
di due quintiche. Ann. di mat. 2 ser. vol. 16 (1888) [85—99]. 

An diesem Satze ist bemerkenswerth, dass die neue Beziehung 
zwischen den Koeffizienten, die in Verbindung mit = die Be- 
dingung liefert, unter welcher die beiden Gleichungen drei gleiche 
Wurzeln haben, sich in die Form einer Invariante bringen lässt. Diese 
Form erhält man beispielsweise nicht, wenn man von der Bedingung 
für die Gleichheit einer Wurzel (B = 0) zu der für die Gleichheit 
zweier Wurzeln übergeht. 

Zum Schluss weisen wir auf einige Berechnungen hin, die seither 
(aus dem Gesichtspunkte der Invariantenlehre) für die Resultante 

zweier Gleichungen von bestimmtem Grade angestellt worden sind. 

Für eine Gleichung beliebigen Grades und eine quadratische: C leb ach, 
Joum. f. Math. Bd. 68 (1861) [273—291] und Theorie der .binären algebraischen 
Formen. Leipzig 1872. S. 84 ff. 

Für eine Gleichung beliebigen Grades und eine kubische: Pascal, Giom. 
di Batt. vol. 26 (1887) [267—280]. 

Für zwei Gleichungen, deren Grad niedriger als 4: C leb seh, a. a. 0. 

Für eine biquadratische Gleichung und eine kubische: Brioschi, Collectanea 
mathem. in memoriam Chelini. Mailand 1881 [213 — 219]. 

Für zwei Gleichungen 4-ten Grades: D'Ovidio, Acc. di Tor. vol. 15. 1879 — 80 
£385—389]. (Siehe auch Brioschi, Acc. di Tor. vol. 31. 1895—96 [441—446].) 

Für eine Gleichung vom 5-ten Grade und eine quadratische oder kubische : 
D'Ovidio, Mem. d. soc. ital. d. scienze (detta dei XL) vol. 4, (1882) Nr. 2 [1—19]. 

Für eine Gleichung 5-ten Grades und eine zweite vom 4-ten oder 5-ten 
Grade: D'Ovidio, Roma Acc. Line. mem. ser. 4 vol. 4 (1888) [607—622]. 

Weiterhin lese man bezüglich der Berechnung der invarianten Bedingimgen 
für das Auftreten zweier oder dreier gemeinschafblicher Wurzeln bei zwei 
Gleichungen 4-ten oder 5-ten Grades Gordan, a. a. 0. Math. Ann. Bd. 3 und 
Pascal, a. a. 0. Ann. di mat. vol. 16, sowie Acc. Nap. Rend. ser. 2. vol. 2 (1888) 
[402—409]. 
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Eine Untersuchung, die in enger Beziehung steht zu derjenigen 
über die Besultante, hat zum Gegenstande die Diskriminante einer 
Gleichung. 

Diskriminante einer Gleichung heisst diejenige rationale 
ganze Funktion der Koeffizienten, welche der Null gleich 
gesetzt die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür 
darstellt, dass die Gleichung zwei gleiche Wurzeln besitzt. 

Aus der Algebra ist bekannt, dass, wenn eine Gleichung zwei 
gleiche Wurzeln hat, diese Wurzel auch Wurzel der ersten Ableitung 
der linken Seite der Gleichung ist, und umgekehrt, wenn die Gleichung 
eine Wurzel gemeinsam hat mit ihrer ersten Ableitung, dass sie dann 
eine doppelte Wurzel besitzen wird. Es folgt daraus, dass die Unter- 
suchung der Diskriminante sich zurückführen lässt auf die Unter- 
suchung der Resultante der vorgelegten Gleichung und ihrer ersten 
Ableitung, diese gleich Null gesetzt. 

Der Name Diskriminante rührt von Sylvester her. 

Sylvester, On a remarkable discovery in the theory of canonical forms 
and of hyperdeterminants. Phil. Mag. ser. 4. vol. 2. (1851) S. 406. 

Man wird die Diskriminante leicht mit Hilfe der Wurzeln dar- 
zustellen vermögen, weil ja offenbar, wenn man das Produkt aller 
Quadrate der Wurzeldifferenzen zu je zweien bildet, sich ein Ausdruck 
ergiebt, der in den Wurzeln symmetrisch, sich in Folge dessen ver- 
mittelst der Koeffizienten der Gleichung darstellen lässt, der andrer- 
seits, wenn er gleich Null ist, die Gleichheit zweier Wurzeln anzeigt 
und der, im Fall, dass zwei Wurzeln gleich sind, sicher verschwindet. 

Nun ist bekanntlich 
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n- 



a 



n 



CCn 
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der Grössen a, zu zwei und 



1 ^2 

gleich dem Produkte der Differenzen 

zwei genommen, also dürfen wir schliessen, dass die Diskriminante 

das Quadrat dieser Determinante ist. 

Stellen wir dies Quadrat durch zeilenweise Multiplikation her und 
lassen für die Summe der gleichen Potenzen der Wurzeln die Bezeichnung 

Sp = CC^P -]- CC^P -] h «/ 

in der Rechnung auftreten, so ergiebt sich, dass dasselbe seinen Aus- 
druck findet in der Determinante (von der Art der nach Hankel be- 
nannten, siehe § 19) 
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^1 ^2 
^2 ^8 



. . . Sfi — 1 

• . • Ofi 



Sn — 1 Sn Sn-\-l . . . S2n—1 

Die Diskriminante, wenn sie als die Resultante von f und seiner 
ersten Ableitung berechnet wird, ergiebt sich in der Determinante der 
Ordnung (2n — 1): 
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bei der die Zeilen von der ersten Art in der Anzahl (n — 1) und 
die Zeilen zweiter Art in der Anzahl n vorhanden sind. Man hat es 
mit einem Ausdruck zu thun, der augenscheinlich durch üq theilbar 
ist, und, wird dieser Faktor unterdrückt, so bleibt jedes Glied vom 
Grade (2n — 2) bezüglich der Koeffizienten der Gleichung. 

Gleich der Resultante hat naturgemäss auch die Diskriminante 
die Veranlassung zu wichtigen Untersuchungen auf dem Gebiete der 
Lehre von den binären Formen gegeben. Für die Diskriminante 
besteht die wesentliche Eigenschaft, dass sie eine Invariante 
ist für die linke Seite der vorgelegten Gleichung. 

Wie wir es bei der Resultante gethan, geben wir noch einige 
Hinweise auf Schriftsteller, die Diskriminanten von Gleichungen ver- 
schiedener Grade berechnet haben. 

Für die ersten vier Gradzahlen verläuft die Untersuchung ohne Schwierig- 
keiten. Man vergleiche beispielsweise die oben (Siehe S. 219) angeführte Schrift 
von Clebsch. 

Für den 6-ten Grad: Salmon, Camb. Dubl. math. Joum. vol. 5 (1850). 

Für den 6-ten Grad: Brioschi, Joum. f Math. Bd. 53 (1867) [372—376] 
und Ann. di mat. ser. 2 t. 1 (1867—68) S. 169. — Maisano, Math. Ann. Bd. 30 
(1887) [442—452]. 

Für den 7-ten Grad: Gordan, Math. Ann. Bd. 31 (1888) [666—600] — 
Brioschi, Ann. di mat. ser. 2 vol. 26 (1897) [255—269]. 

Für den 8-ten Grad: Maisano, Rend. Circ. mat. Palermo t. 3 (1889) [53—59] 
und t. 4 (1890) [1—8]. 

Weitere Quellen für das vorliegende Forschungsgebiet finden sich inPascals 
Repertorium der höheren Mathematik I Leipzig 1900. Kap. 12, § 5 oder aus- 
führlicher in Encycl. d. math. Wiss. IBla, Art. 20—22 und IB2 Art. 25. 
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8 58. Allgemeine Eigenschaften der FiinktionaldeteTminanten. 

Lehrsätze von Jacobi. 

Mit den Funktionaldeterminanten hat sich zuerst Jacobi beschäftigt, und 
aus diesem Grunde sind sie auch von Sylvester als „Jacobians" und danach 
als Jacobische Determinanten bezeichnet worden. 

Jacobi, a. a. 0. (Siehe Literaturbericht auf S. 164) Joum. f. Math. Bd. 12. 

Jacobi, De determinantibus functionalibus. Joum. f. Math. Bd. 22 (1841) 
[319—369], wieder abgedruckt in Jacobi, Ges. Werke Bd. 3. Berlin 1884 
[396 — 438j. (Deutsche Ausgabe mit Anmerkungen durch Stäckel in Ostwalds 
klassikem der exakten Wissenschaften N. 78.) 

Jacobi, Vorlesungen über Dynamik. Ges. Werke, Supplementband, Berlin 
1884. S. 100 ff. 

Weitere Arbeiten über die Funktionaldeterminanten sind die folgenden: 

Sylvester, a. a. 0. (Siehe Literaturbericht auf S. 206) Phil. Tr. 1863. vol. 
143. part 1 [407—648] S. 476. 

Donkin, On a class of differential equations, including those which occur 
in dynamical problems. Phil. Tr. 1864. vol. 144. part 1 [71 — 113]. 

Cayley, Note sur une formule pour la reversion des s^ries. Joum. f. Math. 
Bd. 62 (1856) [276—284], wieder abgedruckt in Cayley, Coli. math. pap. vol. 4. 
Cambridge 1891 [30—37]. 

C leb seh. Über eine Eigenschaft von Funktionaldeterminanten. Joum. 
f. Math. Bd. 69 (1868) [366-368]. 

Neumann, C, Zur Theorie der Funktionaldeterminanten. M. A. Bd. 1 (1869> 
S. 208 f. 

Kronecker, Bemerkungen zur Determinanten -Theorie. Joum. f. Math. 
Bd. 72 (1870) S. 163 ff. (Bemerkungen zu § 12 von Baltzers Determ. Siehe Lite^ 
raturbericht auf S. 107.) 

Casorati, Sui determinanti di funzioni. Ist. Lomb. Mem. vol. 13 (ser. 3» 
vol. 4) (1877) — fasc. 2. 1875 [181—187]. 

Torelli, Sui determinanti di funzioni. Rend. Circ. mat. Palermo, tom. 7^ 
1893. parte prima [76—84]. 

Wir unterlassen es, zahlreiche andere Arbeiten anzuführen, die mit diesem 
Lehrgebiet in mehr oder weniger enger Berührung stehen und verweisen noch 
auf Scott, Det. 1880 chap. 10 [129—146], Baltzer, Det. 1881. § 12 [139—162], 
Gordan (Kerschensteiner), Vorlesungen über Invariantentheorie. 1. Bd. Leipzig 
1886 [120 — 131] und auf Nettos Darstellung in Encycl. d. math. Wiss. IBlb. 
Rationale Funktionen mehrerer Veränderlichen. Art. 21. 

Es mögen gegeben sein n Funktionen y^y^- - -yn von n Ver- 
änderlichen x^x^ ' - -Xn- Man bilde die Determinante 

J = 



dxi 


dx^ 


bx 


^Vn 


^Vn . 




dxi 


?«, 





Diese heisst die Funktionaldeterminante oder Jacobische 
Determinante der y. Der grössere Theil der Lehrsätze, die wir für 
solche Determinanten vorfinden werden, lässt eine bemerkenswerthe 
Übereinstimmung hervortreten, die zwischen ihnen und den Ableitungen. 



§ 58. Sätze Jacobis über FunktioDaldeterminanten. 



223 



der Punktionen einer einzigen Veränderlichen besteht. Deshalb be- 
dient man sich auch für derartige Determinanten des Symboles: 



ö (X^ , X^ , 



^n)* 



Aus der Gestalt von J geht augenscheinlich hervor, dass auch 
seine Minoren Punktionaldeterminanten sind, mit der einzigen Ab-^ 
weichung, dass einige der gegebenen Punktionen darin nicht mehr 
vorkommen und einige der Veränderlichen nicht mehr als solche an- 
gesehen werden. 

Eine erste wichtige Eigenschaft der Jacobischen Determinanten 
ist die folgende: 

Wenn wir uns die y^y^y * - -^yn als Punktionen der 

vorstellen und diese ihrerseits als Punktionen der x^.,.Xn, 
dann ist die Jacobische Determinante der y mit Bezug auf 
die X gleich dem Produkte der zwei Jacobischen Determi- 
nanten, einer der y rücksichtlich der z und einer der z rück- 
sichtlich der X, 

Diese Eigenschaft der Punktionaldeterminanten entspricht der 
ähnlichen, die an der Ableitung zusammengesetzter Punktionen 
kenntlich wird. 

Wir wollen mit einander multiplizieren die beiden Determinanten: 






dz^ 



und 



oz^ 



dZi 
dx^ 



dz. 



n 



dz, 



n 



dXi 



dx. 



n 



und zwar wollen wir dies Produkt in der Weise herstellen, dass wir 
die Zeilen der ersten Determinante mit den Spalten der zweiten ver- 
binden. Es wird dann das Element der Produktdeterminante, dem 
die Ordnungszahlen i,j zukommen, ausgedrückt durch 

dz^dxj "t" ' • • 
und dies ist gleich 

dx. 



4- — 

^ dzjxj 



Hierdurch erscheint der Lehrsatz erwiesen. 
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Es mögen die yi^-'-fJ/n als Funktionen der x^.,,Xn be- 
stimmt sein und diese wiederum sich als (inverse) Funk- 
tionen der y betrachten lassen. Dann haben die Jacobische 
Determinante der y mit Bezug auf die x und die Jacobische 
Determinante der x mit Bezug auf die y reziproke Werthe. 

Betrachten wir nämlich die y als Funktionen der x und die x 
als Funktionen der y und beachten mithin, dass die Determinante 
der y bezüglich der y gleich 1 ist, weil ja 

^Vi dyj 

so ergiebt sich bei Anwendung des vorausgehenden Lehrsatzes 

^ {Vi • " Vf) ^ {^1 " ' ^n) __ . 
^ (^1 • • • ^«) ' ^ (2/1 • • • Vn) ~ 

und hiermit die vorangestellte Behauptung. 

Dieser Lehrsatz entspricht augenscheinlich demjenigen über die 
Ableitung der inversen Funktionen. 

Wir kommen nun zu einem weiteren Lehrsatze, der mit dem 
über die Ableitung implicite gegebener Funktionen verglichen 
werden mag. 

Es mögen die Funktionen y von x implicite gegeben sein durch 
die n Gleichungen 

•^1 wl * ' • yny X^ • , » Xfi) = ^ 

• • • 

"^ ^ wl • • • yn } X-^ , • , Xn) = ^ 

Die Jacobische Determinante der y mit Bezug auf die x 
ist dem absoluten Werthe nach gleich dem Quotienten der 
beiden Jacobischen Determinanten, einer, die den F rück- 
sichtlich der X und einer, die den JF rücksichtlich der y zu- 
gehört, im Besonderen 

g(j'.---j'„) 

^{vi • •• y«) 

Und wirklich, nehmen wir an, dass innerhalb der F an Stelle 
der y ihre Ausdrücke in den x gesetzt werden, so werden jene Gleich- 
ungen identisch Null. 
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Man erhält also die Beziehungen: 

dxj dy^ dxj "^ dy^ dxj'^ ' ' ' "^ dy^ dxj 
Diese zeigen aber, dass das Produkt 

d{x, . . . x^y dly^ ... y„) 
genau gleich kommt 

Ein Lehrsatz, der den Funktionaldeterminanten eine besonders 
hohe Wichtigkeit verleiht, ist der folgende: 

Als nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, 
dass zwischen n Funktionen von n Veränderlichen eine Be- 
ziehung besteht, ist es anzusehen, wenn ihre Jacobische De- 
terminante identisch verschwindet. 

Sind gegeben 

Vi = 9l (^1 • • • ^n) 
Vn = 9«(^1 • • • ^n) 

und verschwindet, wenn man (n — 1) Veränderliche x eliminiert, auch 
die letzte noch, so erhält man eine Beziehungsgleichung zwischen den y 

F{yi . . . y„) = 
Aus dieser Gleichung ergiebt sich: 

dFdy^ dFdy^ dFdy^ 

lij il-L....-! — = 

dy^dx. ' dy^dx. ' ' dy^dx. 

giltig für einen beliebigen Index L Hiemach sieht man, dass zwischen 
den Elementen ein und derselben Spalte innerhalb der Funktional- 
determinante stets dieselbe lineare homogene Gleichung besteht, mit- 
hin diese Determinante identisch verschwindet. 

Setzen wir nun umgekehrt voraus, es sei die Determinante 
gleich Null. 

Wir wollen dann aus den Gleichungen für die y die {n — 1) Ver- 
änderlichen x^ . ' -Xn eliminieren. So erscheint eine Gleichung: 

in der, wie wir werden zeigen können, die Veränderliche x^ nicht 
vorkommt. Mit andern Worten, es wird die Ableitung von ^ mit 

Pascal, Determinanten. 16 
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Bezug auf x^ verschwinden und damit wird dann der Lehrsatz er- 
wiesen sein. 

Betrachten wir nämlich 



Vi, y% 



Vn 



als Funktionen von x^x^ . , ,Xn und lassen diese dann wiederum als 
Funktionen der x^y^ - - *yn gelten. Augenscheinlich ist ja x^ eine 
Funktion von sich selbst, und was x^x^ . , ,Xn anlangt, so können 
diese als Funktionen von x^y^ , , .yn betrachtet werden, indem man 
die letzten {n — 1) Gleichungen 3/2 = 92? • • •; y« = 9« nach x^ ^ - -Xn 
auflöst. 

Wendet man dann den ersten der oben bewiesenen Lehrsätze an^ 
so ergiebt sich: 

^{Vl " ' Vr) ^ ^ {Vi ' ' ' yn) a (a?i ... X^) 
^ («1 ^i • • • Vn) ~ ^{^ • • • ^n) ^ (^1 y* • • • Vn) ' 

Der erste Faktor auf der rechten Seite ist der Annahme zufolge 
Null, also wird auch der Ausdruck auf der linken Seite Null sein oder 
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Nun sind bei der Bildung dieser Determinante die y^y^ - - - yn als 
Funktionen von 

gedacht. Vi als Funktion dieser Veränderlichen ist nichts anderes als 
L oben Ifgefundene Funktion ^ und die anden. sind durch die 
identischen Gleichungen ^2 = ^2? • • •? ^n = y» gegeben. 

Daher werden alle Elemente dieser Determinante unterhalb der 
Hauptdiagonale Null und die Elemente der Hauptdiagonale beziehungs- 



weise 



dx^ 



m JLa Xa ••• JL* 



at^ 



Die Entwicklung unserer Determinante ergiebt hiemach einfach ^ . 

ffierdurch ist unsere Behauptung bewiesen. 

Wir können von diesem Lehrsatze eine Anwendung machen bei 
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der Untersuchung darüber, wann eine Funktion von x^, x^ diese Ver- 
änderKchen stets in der Verbindung 

enthält, dergestalt, dass man sie ohne Weiteres als Funktion dieses 
Binoms ansehen kann. Es muss, wie wir jetzt erfahren haben, damit 
die Funktion f eine Funktion von 9 sei, die Jacobische Determinante 
der gegebenen Funktion und von 9 Null sein. Also erhält man: 

df df 






2 



= 



Oder mit andern Worten, es muss die Funktion von der Beschaffenheit 
sein, dass 

k il = jc IL 

^ dx^ ^ dx^ 

Ist Ä^ = 1 , ^^2 = i = y — 1 , dann ergiebt sich die Bedingung 



dl 

dx^ 



dx^ 



Und dies ist die Bedingung dafür, dass f Funktion der kom- 
plexen Veränderlichen x^ + ix^ sei. 



§ 59. Lehrsätze, die sich auf den Fall beziehen, wo die Funktionen 

sich in Faktoren spalten. 

Wir nehmen an, dass die gegebenen Funktionen y,- sämmtlich 
zurückführbar sind auf die Form 



^• 



yi = 7r 



u. 



{i = 1, 2, . . . w) 



Da dann die Gleichung besteht 
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so lässt sich die Funktionaldeterminante der y schreiben: 

du^ du^ du 

^dx 

dx^ 
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wenn wir eine erste Zeile mit den Elementen 

u^ . . • 
und eine erste Spalte mit den Elementen 



Uq u^ 



Uc 



u 



n 



hinzufügen und durch Uq dividieren. 

Zerlegen wir diese Determinante mit binomischen Elementen in 
andere mit eingliedrigen und beachten, dass auf solche Weise alle die 
entstehenden Determinanten bis auf eine Null werden und dass diese 
einzige von Null verschiedene Determinante den Faktor U^ bei sich 
hat, so ergiebt sich schliesslich die Funktionaldeterminante der y in 
der Gestalt: 



(1) 



dx^ 




^Vn 


^Vn 



dx^ 



dx, 



n 



n-f 1 



V, 







w, 



u 



u 



0? 


dx^ 


^»0 

dx„ 




du^ 


du^ 


1? 


dx^ 


dx^ 


• 


• • 


• m • 




a«„ 


du^ 



ny 



dx^ 



dx, 



n 



Hiermit erscheinen diese neuen Determinanten eingeführt; sie 
sind auf eine von den Jacobischen abweichende Art gebildet, in- 
sofern sie nämlich eine Spalte enthalten, deren Elemente {n -j- 1) 
gegebene Funktionen sind. Die letztere Formel (1) stammt von 

Jacobi. 

Jacobi a. a. 0. Siehe S. 164. Joum. f. Math. Bd. 12. (1834) S. 40. 

Mit diesem Gegenstande sind noch einige Untersuchungen von 
Casorati (a. a. 0. Ist. Lomb. 1875) und andere noch neuere von 
Torelli (a. a. 0. ßend. Palermo 1893) verknüpft. 

Man pflegt durch K{uqU^ , , , m«) die Determinante zu bezeichnen, 
die auf der rechten Seite obiger Formel vorkommt; sie ist augen- 
scheinlich eine lineare Verbindung von {n -f- 1) Jacobischen Determi- 
nanten. Jacobi und nach ihm Casorati haben der Formel (1) eine 
entsprechende für K an die Seite gestellt. Nehmen wir an, die 
Uq u^ . , ,Un seien alle von der Gestalt: 



Vi 

Ui = — 

V 



(i = 0, 1, 2, . . . n) 
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Dann wird: 



K(Uq .. .Un) 



% 



9 









du 



Un, 



n 



du 



n 



^2(n+l) 



^Q^9 



dxi 

dv 



dxi ^dx^ 



dx, 



n 



at?o 



dv. 



Vts V, 



V 



dx. 



— V, 



n 



dv 
^Wx^ 



dv 



dv 



' dxi dx^ 



dv 



dx. 



dv 
""dx" 



und zerlegt man, wie gewöhnlich, in Determinanten mit eingliedrigen 
Elementen, oder einfacher, fügt man zu den Elementen einer jeden 
Spalte die der ersten hinzu, nachdem man sie beziehungsweise mit 

1 dv 1 dv 1 dv 

V dxi ' V dx^ ^ V dx^ 

multipliziert hat, so erhält man schliesslich: 

(2) K{ii^ u^.,,Un) = -^tKiy^ Vi . . . Vn) 

• 

Hieraus wird ersichtlich, dass im Unterschied zur Jacobischen Deter- 
minante die Determinante K einer in gewissem Sinne viel einfacheren 
Gleichung Genüge leistet, insofern als abgesehen von dem Faktor 
(1 :i?"+^) die beiden Seiten dieser Gleichung auf dieselbe Weise ge- 
bildet sind, die eine nämlich aus den u^ die andere aus den v. 

Natürlich wird man aus (1), (2) Formeln herleiten können für 
den Fall, wo Uq,v nicht Divisoren der y, w sind, sondern Faktoren. 
Es würde zu dem Ende genügen, u^ in (1 : u^ und v in (1 : v) zu 
verwandeln. 

Die Determinante K besitzt Eigenschaften, welche ähnlich sind 
denen der Jacobischen Determinante. So gilt zum Beispiel der Lehr- 
satz (Casorati): 

Wenn K identisch verschwindet, so ist die Gleichung, 
die die {n + 1) Funktionen Wq, w^, . . ., w« der n Veränderlichen 
x^x^. , ,Xn unter einander verbindet, eine homogene Gleichung 
und umgekehrt. 

Von Bedeutung ist hier die Bemerkung, dass diese EigenthümKch- 
keit des K stillschweigend schon in einer Arbeit von Clebsch (a. a. 0. 
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Joum. f. Math. Bd. 69) benutzt ist. Man lese dieserhalb weiterhin 
den § 61 nach. 

Zum Beweise des Satzes setzen wir einmal zunächst voraus, dass 
die Beziehung unter den u homogen ist und es sei ^ (wq % . . . m«) =^ 
vom Grade q. Dann haben wir doch: 



(3) 









und in Folge der Eulerschen Gleichung weiter noch: 

Die Determinante dieser Gleichungen ist mithin Null und eben diese 
Determinante ist es, die mit K benannt worden ist. 

Nehmen wir umgekehrt an, die Determinante K verschwinde. 
Alsdann ergiebt sich, dass, wenn nicht alle Minoren w-ter Ordnung 
in K Null sind, die linke Seite der Gleichung (4) Null sein muss. 
Wir erhalten also eine Beziehungsgleichung zwischen den w, und diese 
kann nur, wenn wir von einem Paktor absehen, die angenommene 
Gleichung ^ = sein, die als eine irreduzibele Gleichung zwischen 
den u vorausgesetzt worden. Demgemäss wird der Ausdruck linker 
Hand in (4) O als Paktor enthalten und nach Berechnung der Grad- 
zahlen folgt weiter, dass das Verhältniss nur eine Konstante sein kann. 
Hieraus erhellt, dass O einer Gleichung Genüge leistet, wie sie beim 
Eulerschen Satze vorkommt, und mithin homogen ist. 

Ohne Schwierigkeit würde man den Nachweis dahin vervoll- 
ständigen, dass auch der Fall einbegriflfen würde, wo alle Minoren 
n-ter Ordnung in K Null sind, und dies würde sich entsprechend fort- 
setzen lassen. 

Diese Betrachtungen haben letzthin eine breite Ausdehnung ge- 
wonnen in einer Arbeit von Torelli (a. a. 0.). Wir wollen ohne 
Weiteres einige der wichtigeren Lehrsätze anführen, die von diesem 
Verfasser gefunden worden sind. 

Wir setzen von den gegebenen Funktionen yi . . . yn ? anstatt sie 
sämmtlich mit demselben gemeinsamen Faktor versehen zu denken 
(in dem von Jacobi besprochenen Fall war (1 : %) dieser Faktor), 
lieber voraus, dass eine jede in zwei Faktoren, wie folgt, zerfällt: 
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Vi = e^i^i 

Dann ergiebt sich, dass die Jacobische Determinante der y sich 
in der Determinante darstellt: 



(O, 







u. 







.. 


• (On 





do^i 


d(0^ 


du^ 


dxi 


dx^ 


dx^ 


Cct}^ 


d(o^ 


du^ 



u. 



dx 



n 



dx^ dx 



n 



n 



dx^ 



dx. 



Würde man die cj alle unter einander gleich annehmen, so würde 
man hieraus wiederum die Jacobische Formel gewinnen. (Siehe S. 228.) 

Ahnlich würden sich für den Fall, wo ein jedes der y in drei 
Faktoren zerfällt und so fort, andere Formeln auffinden lassen. 

Um einen besonderen Fall noch anzuführen, suchen wir die be- 
treffende Formel, wenn 

Vi = cc^^u^ 



yn = a^»Wn 

Es genügt, nur zu setzen cd^ = a^i , . . • , o„ == a^« und die Um- 
wandlung der Determinante in passender Weise durchzuführen. 
Man findet als Ergebniss: 



a — Q^u^ • • • 
dcc du^ 

dx^ dxi 



da du^ 



dx 



n 



dx, 



n 



- 9„w„ 

dju^ 
dx^ 



du 



n 



dx, 



n 



a^i+"+?n-i 



Man kann ähnliche Formeln für die Determinante K entwickeln. 
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Setzen wir: 



Uf 



cfo^o 



Un = CCnV 



n ^n 



Die Determinante K geht dann über in die folgende 







V, 







«0 

• 




3ofo 

m 

dccQ 
dx 

tind dies giebt Veranlassung zu einer noch allgemeineren Formel, als 
die von Casorati ist, die wir oben angeführt haben. 
Setzen wir 

so ergiebt sich nach der Umwandlung auf der rechten Seite: 



a» 


u • 


• • —Vn 





Vq " 


' Vn 


S«n 


dx^ 


dv^ 


dxi 


dxi 


m 


• • 


• • • 


^«n 


dv^ 


dv„ 


dx^ 


dx^ 


dx„ 



«0 

da dvQ 

dx^ dxi 

• • 

da dvQ 

dx^ dx^ 



-QnVn 
Vn 



doc^ 



dx. 



a?0+-+^n-l 



§ 60. Umwandlung eines vielfachen Integrales. 

Eine weitere Übereinstimmung zwischen den Ableitungen der 
Funktionen einer Veränderlichen und den Funktionaldeterminanten 
kommt zu Tage bei der Umwandlung von Integralen. 

Um ein einfaches Integral mit Bezug auf die Veränderliche y in 
ein anderes umzuwandeln, bei dem x die Rolle der Veränderlichen 
spielt, hat man bekanntlich die Funktion unter dem Integralzeichen 
mit der Ableitung der früheren Veränderlichen in Rücksicht auf die 
neue zu multiplizieren. 
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Eine ähnliche Anweisung besteht nun för vielfache Integrale, 
nämlich: Hat man ein vielfaches Integral mit Bezug auf die 
Veränderlichen yiV^'-Vn in ein anderes umzuwandeln mit 
den neuen Veränderlichen x^x^^.^Xny die mit den y durch 
gegebene Gleichungen verbunden sind, so ist hierzu erforder- 
lich, die Punktion unterhalb des Zeichens zu multiplizieren 
mit der Jacobischen Determinante der früheren Veränder- 
lichen in Bücksicht auf die neuen. 

Es sei gegeben das vielfache Integral 

/// • • • /^Oi • • . yn) rfyi . . . dyn 
Man setze: 

Vi = 9l (^1 • • • ^n) 
y-n (pn \X-^ . . . Xn) 

In der zweiten dieser Gleichungen wollen wir an Stelle von x^ 
den aus der ersten Gleichung zu entnehmenden Werth einführen; 
dann wird y^ allein durch y^x^, , ^Xn ausgedrückt erscheinen. Weiter 
wollen wir in der dritten Gleichung an Stelle von x^ x^ die Werthe 
einführen, welche aus den beiden ersten Gleichungen sich ergeben; es 
wird damit y^ durch yxy%^z - - - ^n seinen Ausdruck finden. Indem 
wir so fortfahren, können wir also stets die vorgelegten Gleichungen 
in der folgenden Form uns dargestellt denken: 

2/l ^^^^ / 1 \p^i 3?2 • • • Xn) 
y% ^^ t% kUi ^2 • • • '^«/ 
^8 ^"^ #8 (^1 y« ^8 • • • ^«/ 

yn = fn (yi ^2 • • • y»-i ^n) 

Es sei hierbei bemerkt, dass f^ dieselbe Punktion ist, wie (p^. 

Wir beginnen nun damit, in dem vorgelegten vielfachen Integrale 
die Integration bezüglich yn auszuführen. Dann können wir mittelst 
der letzten dieser Gleichungen die Veränderliche Xn einführen und 
haben, um in Xn umzuwandeln, nur die Funktion unter dem Integral- 
zeichen mit 



OX^ 



ZU multiplizieren. 

Weiter können wir in entsprechender Weise mit Hilfe der vor- 
letzten der vorausgehenden Gleichungen die Veränderliche Xn—i ein- 
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führen, wobei einfach mit {dfn—i : dXn—i) zu multiplizieren sein wird, 
und so fahren wir dann fort. 

Nach der Umwandlung wird das Integral bezüglicli der x schliesslich: 



fff-f" 



dxi dx^ dx 



dx^ dx^ ' ' • dXn 



und hierbei ist nicht ausser Acht zu lassen, dass in R die geeigneten 
Substitutionen geschehen, die dasselbe zu einer Funktion der x machen. 
Die Grösse, mit welcher man demnach die Funktion unter dem 
Integralzeichen zu multiplizieren hat, ist 

a/; a/; a/; 

■ -I — • ■ ■ ■ • • • ■ ■ ■ 

dx^ dx^ dx^ 

Die Funktionen f sind nicht unmittelbar diejenigen, die vorgelegt 
wurden. Wir werden aus diesem Grunde suchen, den letzten Aus- 
druck dergestalt umzuwandeln, dass die unmittelbar gegebenen Funk- 
tionen (p sichtbar werden. Wir wollen zeigen, dass das eben ver- 
zeichnete Produkt der Jacobischen Determinante der y gleich kommt, 
die man mit Rücksicht auf die x aus den gegebenen Funktionen q> 
ableitet. 

Wir multiplizieren die Jacobiache Determinante 



mit der Determinante 



dx^ 


' ' ' o 

ox 


^"Pn 


^"Pn 



1 

8y^' 



dx 



n 




1 








• ■ • 



deren Werth gleich 1 ist. 

Führen wir die Produktbildung in der Art aus, dass wir die Spalten 
der ersteren Determinante mit den Zeilen der zweiten verbinden, so 
erhalten wir die Determinante, deren allgemeines Glied mit den Ord- 
nungszahlen iyj sich ausdrückt durch: 



ii,j) = - 



dcpi dfj d(Pi dfj 



dq>j_i dfj 



+ 



% 



dx. dyj_^ ' dx^ 
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Wenn wir uns nun die Bildungsweise der Gleichungen f ver- 
gegenwärtigen, und wenn wir aus ihnen die Ableitung von yj mit 
Bezug auf Xi herzuleiten unternehmen, also die, welche man aus den 
9 gewinnen würde, nämlich 

^9/ 



dx. 



so erhalten wir, von fj ausgehend 



^9; ^fj . ^fj ^Vl 



= — i 4- - 



dx^ dx. ' dy^ dx^ 
dx^ ' dy^ dx. 



+ • • ' + 



^Ji^ » • » ^«li^ 



^fj ^Vj- 






^Vj-i ^^i 



Mithin wird ersichtlich, dass 






Hier hat man auf der rechten Seite die Ableitung von fj mit Bezug 
auf Xi nur insofern gebildet sich vorzustellen, als Xt explicite in fj ent- 
halten ist. Wenn daher i <Cj, dann ist diese Ableitung gleich Null. 
Man erhält hiemach die Produktdeterminante in der Gestalt: 



und dies ist gleich 



dx^ 

M _ 

dx^ dx^ 





du 








^h dU dj^ 

dx_ dx^ dx. 



df, dU 






dx„ 



— ^— • ■ « • • ■ 
dx^ cx^ dx^ 



Hiermit ist unser Lehrsatz bewiesen. 

Besondere Untersuchungen über das Verschwinden von Funktionaldetenni- 
nanten findet man bei 

Hahn, Untersuchung der Kegelschnittnetze, deren Jacobische Form oder 
Hermitesche Form identisch verschwindet. M. A. Bd. 15 (1879) [111—1211 

Pasch, Notiz über ternäre Formen mit verschwindender Funktionaldeter- 
minante. M. A. Bd. 18 (1881) S. 93 f. 

Pasch, Verschwindende Determinanten dritten Grades aus temären linearen 
Formen. M. A. Bd. 44 (1894) [89—96]. 
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g. 61. Systeme von Jacobisohen Determinanten aus (n -|- 1) Funk- 
tionen von n Veränderlichen. Tangentenkoordinaten. Jacobisohe 
Determinanten von Jacobischen Determinanten. 

Lehrsatz von Clebsch. 

Nehmen wir an, dass die homogenen Koordinaten y^ y^ y^ eines 
Punktes einer ebenen Kurve proportional drei homogenen ganzen 
Funktionen der zwei Parameter x^, x^ vorgelegt sind in folgenden 
Gleichungen: 

9^1 = 9^1(^1^2) 

92/2 = 9^2(^1^2) 

92/3 = 93(^1^2) 

weiter, dass man durch Elimination der beiden homogenen Veränder- 
lichen x^,x^ erhält: 

F{y^y^y^) = 

Hiermit ist die Gleichung der gegebenen Kurve in homogenen Ko- 
ordinaten dargestellt. Wenn wir in ihr an Stelle der y deren Werthe 
9 einsetzen, so erhalten wir eine Funktion von x^y x^, die identisch 
verschwindet. 

Daher können wir die Ableitungen von F mit Bezug auf x^ und 
gleich Null setzen, also schreiben: 



X, 



2 



dF d(pi .dF^d^ . dF d(p^ 



dF dcpi 



diji dx^ ' dyj^ dx^ 







+ 



dFd^, I IF ay, ^ Q 



dy^ dx^ ' dy^ dx^ ' dy^ dx^ 

Aus diesen beiden Gleichungen leiten wir her, dass die Grössen 

dF dF dF 
dy^ ' dy^ ' dy^ 

proportional sind den Determinanten der Matrix 

^9i ^98 ^98 



aqPi 



dx^ 
dtpi 



dx^ 

^99 



dx^ dx^ dx^ 

und dies sind Jacobische Determinanten der drei Funktionen 9), diese 
zu zwei und zwei genommen. Nun ist aus der analytischen Geometrie 
bekannt, dass die Koordinaten der Tangente an die Kurve den drei 
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Ableitungen von F gerade proportional sind, mithin dürfen wir 
schliessen, dass die Koordinaten der Tangente nun auch den drei 
Jacobischen Determinanten proportional sein werden, die aus je zwei 
von den drei Funktionen (pn^p^y^^ gebildet sind, was sich in den 
Gleichungen ausspricht: 

iSu^ == J((p^ 9)3) = f^ (rTi x^) 
6U^ = J((Pq 9i) = ti (^1 ^2) 
(SU^ = J((pi (P2) = ^8 (^1 ^2) 

Wir bezeichnen mit dem Symbol J die Jacobische Determinante. 

Die u erscheinen hiermit durch x^ , rp^ ausgedrückt. 

Nach dem Gesetz der Dualität hat man, um von den u auf die 
y überzugehen, auf die u dieselben Verfahrensweisen anzuwenden; es 
werden sich dann die y ihrerseits proportional den Jacobischen De- 
terminanten aus den ^ ergeben. 

Hier nimmt Clebsch seinen Ausgangspunkt, um folgenden noch 
allgemeineren Lehrsatz bezüglich der Jacobischen Determinanten fest- 
zustellen: 

(Siehe den oben S. 222 angeführten Aufsatz von Clebsch, Journ. f. Math. 
Bd. 69.) 

Es mögen (n -\- 1) homogene Funktionen von n Veränder- 
lichen gegeben sein und man bilde aus ihnen, indem man 
je n verbindet, die (n + 1) Jacobischen Determinanten; aus 
diesen bilde man aber wiederum (n -\- 1) Jacobische Deter- 
minanten, indem man sie zu je n vereinigt; es müssen dann 
bis auf einen gemeinsamen Faktor diese letzteren Funk- 
tionen dieselben sein, wie die, von denen wir ausgegangen, 
sind. 

Der Nachweis des Lehrsatzes geschieht auf folgende Weise. 

Es seien fif^ - - » A+i die gegebenen (n -f- 1) homogenen Funk- 
tionen, 9i 9?2 • • • 9n+i ^^® Jacobischen Determinanten und ^^ ^^ . . . ^n+i 
die Jacobischen Determinanten der 9. 

Wir stellen die Determinante auf 



R = 





^9i ^ 
' * Ott 


h 


• • 

dx^ 


> • • • 


• 


. 


• • 2aS 


2bifi 



dxj 
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Entwickelt nach den Produkten der Minoren, die in den beiden letzten 
Spalten enthalten sind, und der ihnen zugehörigen algebraischen Kom- 
plemente, ergiebt diese Determinante den Ausdruck: 

^ifi^CLk^k — ^^ifi^ktk = ^hctkifitk — fk'^i) 
i k i k ik 

Zieht man indessen von der letzten Zeile die vorausgehenden ab, 
beziehungsweise multipliziert mit 

so werden die beiden letzten Elemente der letzten Zeile Null und die 
andern Elemente nehmen die Gestalt an: 

-2^'ä5' (i=i,2,...«) 

dies ist aber gleich 

■' • i 

Von diesen beiden Summenausdrücken ist der zweite Null, denn, 
erinnern wir uns, dass jedes 9, eben die Funktionaldeterminante für 
n Funktionen unter den f vorstellt, so ist diese Summe nichts andres, 
als die Entwicklung einer Determinante, deren Elementenschema aus 
der Matrix der n(n -\- V) Ableitungen der f hervorgeht, wenn man 
diese mittelst einer Zeile vervollständigt, deren Elemente die Ab- 
leitungen der f rücksichtlich Xj darstellen; gedachte Summe stellt 
mithin gerade die Entwicklung einer Determinante mit zwei identischen 
Zeilen dar. 

Auch die erste Summe verschwindet, weil 

genau der Entwicklung der Determinante K{f^ . , ,fn^\) (Siehe § 59) 
gleichkommt, die doch bekanntlich (Siehe S. 229) verschwindet, sobald 
die f homogen sind, wie wir es hier gerade annehmen. Es wird da- 
her auch die Ableitung dieser Summe mit Bezug auf Xj Null sein. 
Wir erfahren hieraus, dass B nach jener Umwandlung alle Stellen 
der letzten Zeile mit NuUwerthen besetzt enthalten wird und können 
daher schliessen, dass R unabhängig von den a und den 6 verschwindet. 
In der Entwicklung von R müssen also verschwinden alle Ko- 
effizienten der verschiedenen Verbindungen von a und 6; das heisst, 
wir können aussprechen, dass man für eine beliebige Kombination 
i, h stets erhält: 

fi'^k — fki^i = 
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Daraus folgt: 



fi = h 

fk ^k 



oder es fallen die f, abgesehen von einem gemeinsamen Faktor, mit 
den if zusammen. 

Clebsch bemerkt in seinem oben angeführten Aufsatz auf S. 356, von 
grosser Wichtigkeit sei eine Untersuchung über den Faktor, durch den sich die 
/ von den rp unterscheiden und er führt diese Untersuchung auch für die Fälle 
n + 1 = 3 und w + 1 « 4 durch. 

Derselbe Schriftsteller beschäftigt sich dann mit der nämlichen Nach- 
forschung noch unter dem Titel: Note zu dem Aufsatze „Über eine Eigenschaft 
von Funktionaldeterminanten" im Joum. f. Math. Bd. 70 (1869) [176—181]. 

Eine ähnliche Untersuchung führt Rosanes in seiner Abhandlung: Über 
Funktionen, welche ein den Funktionaldeterminanten analoges Verhalten zeigen. 
Joum. f. Math. Bd. 75 (1873) [166 — 171]. Hier handelt es sich um Determinanten, 
die aus den zweiten Ableitungen von drei gegebenen Funktionen zweier Ver- 
änderlichen gebildet sind. 



§ 62. Systeme Jaoobisoher Determinanten von n Funktionen 

(n + 1) Veränderlicher. 

Während wir im vorangehenden Paragraphen einen bemerkens- 
werthen Lehrsatz über Systeme Jacobischer Determinanten von (n + 1) 
Funktionen n Veränderlicher mitgetheilt haben, wollen wir hier im 
Gegentheil gewisse Systeme von n Funktionen (n -\- 1) Veränderlicher 
betrachten. 

Es seien vorgelegt die n Funktionen 

der (n + 1) Veränderlichen 

1 S • • • *^n — f- 1 

Lassen wir jedesmal eine Veränderliche bei Seite, so können wir 
(n + 1) Jacobische Determinanten darstellen; es sind die in der 
folgenden rechteckigen Matrix enthaltenen. 



dx^ 


dyi 

dx^ 


... ^2/1 

dx^ 




^y% 

dx^ 


dx^ 


^y% 

dx^ 


^y% 


^Vn 


^Vn 


^Vn 


^y. 



dx^ dx^ 



dx^ dx 



n+l 
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Nennen wir nun der Reihe nach 

die (n + 1) Determinanten, die aus dieser Matrix hervorgehen, wenn 
man einfach die 1-te, 2-te, . . . (w -[- l)-te Spalte unterdrückt, so be- 
steht dann die Formel: 



a^7'''i-äi:^» + 



+ (-l)-^-^,(-,+x = 



dx 



n+l 



Diese Formel findet sich bei 

Jacobi, Theoria novi multiplicatoris systemati aequationum differentialinm 
vulgarium applicandi. Journ. f. Math. Bd. 27 (1844) [199—268], 

man kann von ihr auch nachlesen 

Neumann, C, Zur Theorie der Funktionaldeterminanten. M. A. Bd. 1 (1869) 
S. 208 f. 

Es folgt hier der Beweis, den wir för diese Formel geben wollen. 

Wie sich leicht zeigen lässt, werden die Glieder, die man ge- 
winnt, wenn man die angedeuteten Ableitungen mit abwechselnden 
Vorzeichen summiert, zu zwei und zwei sich zu Null aufheben. 

Wirklich wird das Glied, das zum Beispiel 

^'y^ 



dx^ dx^ 

enthält, zwei Mal vorhanden sein, einmal wenn von ^g ^® Ableitung 
nach x^ und einmal, wenn von ^^ die Ableitung nach x^ gebildet wird. 
Die Koeffizienten dieser beiden Glieder sind beziehungsweise: 



und 



+ 



8y. 


^ys 


dx^ 


^^«-f-i 


^Vn 


^yn 


dxj^ 


^^«+1 


^Vi 


^y« 



dx. 



dx^ 



dx, 



«+i 



^2/n 



dx 



n + l 



ihre Summe gleich Null. Auf ähnlichem Wege lässt sich erkennen, 
dass die Koeffizienten der verschiedenen zweiten Ableitungen sämmt- 
lich Null sind und damit ist die oben angegebene Formel bewiesen. 
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§ 63. Die Jaoobisohe Determinante dreier Kurven. 

Die Beschäftigung mit der Funktionaldeterminante gewinnt eine 
besondere Wichtigkeit in der Lehre von den algebraischen Kurven. 
Wir können hier natürlich bei diesem Gegenstande nicht lange ver- 
weilen, sondern werden uns darauf beschränken, nur die hauptsäch- 
lichen Eigenschaften zu erwähnen. 

Es seien gegeben drei algebraische Kurven durch ihre Gleichungen 
in den homogenen Koordinaten x^, x^y x^: 

Wir wollen die Jacobische Determinante dieser drei Funktionen 
bilden und sie gleich Null setzen-, wir werden damit die Gleichung 
einer Kurve erhalten und diese heisst die Jacobische Kurve für 
das System der drei Kurven. 

Sie besitzt in Hinsicht auf die drei Kurven viele einzigartige 
Eigenschaften. Zunächst ist sie offenbar, wenn m, m', m" die Ord- 
nungszahlen der drei gegebenen Kurven darstellen, selbst eine Kurve 
von der Ordnung 

m + ^' + ^ ' — 3 

Überdies geht sie durch alle gemeinschaftlichen Punkte 
der drei Kurven hindurch. Denn multiplizieren wir die zwei 
ersten Spalten der Determinante 

dq> dq> dcp 



dxj^ 


dx^ 


dx^ 


dtp 
dxi 


dx^ 


dx^ 


H 


d% 


H 



dx^ dx^ dx^ 

mit x^ und x^ und fügen sie zur dritten hinzu, nachdem diese mit x^ 
multipliziert wurde, so ergiebt sich in Folge der homogenen Beschaffen- 
heit der Funktionen (p,t,x' 



dq> dq> 



dx^ 


dx. 


d^ 


dip 


dx^ 


dx^ 


H 


H 



dXi dx^ 



m(p 



m ilf 



ff 
m X 



Pascal, Determinanten. 



16 



242 Theil II: § 68. Die Jacobische Determinante dreier Kurven. 

Betrachtet man nun einen den drei Kurven gemeinschaftlichen 
Punkt, so werden für diesen die Elemente der letzten Spalte Null, 
mithin verschwindet auch die Determinante. 

Man kann die Jacobische Kurve leicht als einen geometrischen 
Ort bestimmen. 

Ziehen wir die Polaren eines Punktes (y^ y^ Vs) ^i* Bezug auf 
die drei Kurven. Es ergiebt sich dafür: 

11^^ + 11^ + 1^^ = ^ 

Nehmen wir an, diese drei Geraden gingen durch einen und den- 
selben Punkt, das heisst also, diese drei Gleichungen würden von dem- 
selben System der Werthe für die X befriedigt werden. Dann muss 
die Determinante des Systems Null sein und es ergiebt sich daher, 
dass der Punkt (y) der Gleichung der Jacobischen Kurve Genüge 
leisten muss. Wir können also schliessen: 

Die Jacobische Kurve des Systemes dreier Kurven ist 
der Ort solcher Punkte, deren Polargeraden mit Bezug auf 
die drei Kurven sich in ein und demselben Punkte treffen. 

Stellen wir uns vor, die drei Kurven wären von derselben Ord- 
nung. Dann kann man mit ihnen ein sogenanntes Netz bilden 

^<p -h (if -\- vx = 0. 

Man hat, wenn man A, ft, v sich ändern lässt, hierin eine doppelt un- 
endliche Schaar von Kurven. 

Die Jacobische Kurve des Systems dreier Kurven wird man dann 
nennen können Jacobische Kurve des Netzes. Betrachtet man 
sie von diesem Gesichtspunkte aus, so kann man für sie zwei recht 
beachtenswerthe geometrische Begriffsbestimmungen geben. 

Damit eine beliebige Kurve des Netzes einen Doppelpunkt habe, 
ist nöthig, dass die drei Bedingungen erfüllt werden: 



^l^ + ^l^ + v|f = (i = l,2,3) 



dX' ' ^dx. ' dx 



Wenn die Koordinaten eines Punktes (x) diesen drei Bedingungen 
genügen, so genügen sie auch der weiteren Bedingung, die dargestellt 
wird, indem man die Determinante der Koeffizienten von A fi^v gleich 
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Null setzt. Nun bildet diese Determinante gerade die linke Seite 
in der Gleichung der Jacobischen Kurve. Also gilt der Satz: 

Die Jacobische Kurve eines Netzes ist der Ort der 
Doppelpunkte der Kurven des Nelzes. 

Die an eine Kurve (p^ gezogene Tangente wird ausgedrückt durch 
die Tangente zur Kurve ^^ durch 

ä^ ^1 + ä^ ^2 + ä^ ^3 = ^ 

und hierbei werden die X als die laufenden Koordinaten angesehen, 
(x) als Berührungspunkt. Wenn die beiden Kurven gemeinschaftliche 
Tangenten haben sollen, so muss, abgesehen von einem Faktor, die 
linke Seite der zweiten Gleichung denselben Betrag haben, wie die 
der ersten, oder also, es müssen die Ableitungen von iff^ proportional 
sein denen von <p^ und zwar für den Berührungspunkt (x). 

Mit anderen Worten, es müssen alle Determinanten der Matrix 

d(pi dtpi d(pi 



dxi 



dx^ 

Hl 



dx^ 



dx^ dx^ dx^ 
verschwinden. 

Sind ^j = ^j = die Gleichungen von zwei Kurven des 

Netzes, sind sie also von der Form 

^1 = K^ + f*i^ + ^1% 

dann hat das Verschwinden aller Determinanten der angeführten 
Matrix das Verschwinden der Determinante, die die Jacobische Kurve 
darstellt, zur weiteren Folge. 



Denn wenn wir in 



jr = 



dtp dtp d(p 



dx^ 


dx^ 


dx^ 


dip 
dxi 


dx^ 


dx^ 


dx. 


dx^ 


dx^ 



zur dritten Zeile, nachdem sie mit v^ multipliziert wurde, die zweite 
und erste hinzufügen, beziehungsweise mit fi^ und l^ multipliziert, so 

16* 
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erhalten wir auf der dritten Zeile genau die Ableitungen von ^j. 
Weiterhin wollen wir zur zweiten Zeile^ nachdem wir sie mit 

multipliziert haben, die erste hinzufügen, mit dem Faktor 

versehen und die dritte, nach Vornahme der oben besprochenen Ände- 
rung, multipliziert mit 

^« ' 

So werden in der zweiten Zeile dann genau die Ableitungen von (p^ 
erscheinen. Also wird sich J in eine andere Determinante verwandeln, 
bei der zwei Zeilen mit der vorangehenden Matrix übereinkommen. 
Ist diese Matrix Null, so wird auch die Determinante Null sein. Also 
dürfen wir aussprechen: 

Die Jacobische Kurve des Netzes lässt sich als der Ort 
der Punkte ansehen, in denen zwei Kurven des Netzes sich 
berühren. 



§ 64. Hessesohe Determinanten. Wendepunkte der Kurven. 

Krümmung der Oberflächen. 

Wir wollen zu einer Funktion von n Veränderlichen ihre n ersten 
Ableitungen bilden. Wird aus diesen n Ableitungen die Funktional- 
determinante dargestellt, so ergiebt sich eine symmetrische De- 
terminante, zusammengesetzt aus den Ableitungen zweiter Ordnung 
der gegebenen Funktion, und diese heisst Hessesche Determinante 
der vorgelegten Funktion, weil Hesse zuerst ihre Eigenschaften 
untersucht hat. 

Hesse, Über die Elimination der Variabeki aus drei algebraischen Glei- 
chungen vom zweiten Grade mit zwei Variabein. Joum. f. Math. Bd. 28 (1844) 
[68—96], wieder abgedruckt in Hesse, Ges. Werke, München 1897 [89—122]. 

Sylvester, Sketch of a memoir on elimination, transformation and cano- 
nical forms. Cambr. Dubl. math. Joum. vol. 6 (1861) [186—200]. 

Hesse, Über die Bedingung, unter welcher eine homogene ganze Funktion 
von n unabhängjigen Variabein durch lineare Substitutionen von n andern un- 
abhängigen Variabein auf eine homogene Funktion sich zurückführen lässt, die 
eine Variable weniger enthält. Joum. f. Math. Bd. 42 (1851) [117—124], wieder 
abgedruckt in Hesse, Ges. Werke, München 1897 [289—296]. 

Hesse, Zur Theorie der ganzen homogenen Funktionen. Joum. f. Math. 
Bd. 66 (1869) [263—269], wieder abgedmckt in Hesse, Ges. Werke, München 
1897 [481—488]. 
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Die Beschäftigung mit der Hesseschen Determinante gewinnt im 
Besonderen in der Lehre von den Kurven und Oberflächen ihre Be- 
deutung. 

Sei gegeben eine ebene Kurve von der Ordnung m und zwar 
durch die Gleichung in homogenen Koordinaten 

F(XiX2Xq) == 0. 

Die Hessesche Determinante wird augenscheinlich vom Grade 

3 (m — 2); 

setzen wir sie gleich Null, so erhalten wir die Gleichung einer Kurve 
der Ordnung 3 (m — 2) . In welchen Punkten triflft diese Kurve unsere 
gegebene Kurve? 

Wir wollen einmal zunächst die Gleichung der Kurve nicht in 
homogenen, sondern in rechtwinkligen Koordinaten uns vorstellen, also 

Bekanntlich wird der Erümmongshalbmesser in einem Punkt der 
Kurve gegeben durch die Gleichung 

(1 + y'*)* 



B = 



y" 



WO wir unter y\ y" die erste und zweite Ableitung von y mit Bezug 
auf X verstehen. Wollen wir diesen Halbmesser JB mittelst der Ab- 
leitungen von f bezüglich x und y ausdrücken, so haben wir uns der 
Gleichungen zu bedienen: 

d^ + d^y =0 

dx*^ ^ dx dy^ ^ dy^y ^ dy^ ' 

woraus hervorgeht: 



\dy) 



^ (dlY Idx* \dy) '^dxdy dx dy "r" dy* \dx) J 

\dy) 



y 

Daher wird: 



B=- 



m+ m 



av /a/;\«_ g ay df ar , av /aA« 

dx* \dy) dx dy dx dy ">" dy' \dx} 
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Wir wollen nun diese Formel durch die Einführung homogener 
Koordinaten umwandeln. 

Wir bemerken, dass der Nenner des Ausdruckes für JR sich auf 
folgende Weise in Gestalt einer Determinante schreiben lässt: 



ay 

dx dy 

K 

dx 



av 



dl 

dx 

K 

dy 



P- 



dx dy 

d^l 

dy^ 

df 
dy 



Setzt man indessen: 



X = 



X, 



Xa 



y = :f 



X. 



so ergiebt sich 

F{x^x^x^) = x'^f(xy) 

Für x^ = 1 werden Xyy übereinstimmen mit Ä^^jiTg und die Ab- 
leitungen von F nach x^, x^ werden genau die entsprechenden Ab- 
leitungen von f mit Bezug auf x, y . 

Wir können leicht nachweisen, dass die Hessesche Determinante 



H = 



d^F 


d*F 


d*F 


dx,* 


dx, dx^ 


dx, dx^ 


d'F 


d^F 


d'F 


dx, dx^ 


dx,' 


dx, dx^ 


d*F 


d'F 


d'F 



dx, dx^ dx, dx^ 



dx^ 



abgesehen von einem Faktor der oben niedergeschriebenen Determi- 
nante genau gleich kommt, wenn von homogenen Koordinaten der 
Übergang zu Cartesischen gemacht, wenn also x^^=\ gesetzt wird. 
Denn nach der Eulerschen Formel ergiebt sich ja: 

mF=0 = x^^-^x^^ + x^ — 



dx^ ' ^dx, 
, ..dF d'F , d'F 



+ ^s 



dx^ 

d*F 



dx,* ' "^^dx, dx,^^ ^ dx, dx^ 
und so fort. 

Multiplizieren wir also die Elemente der ersten Spalte mit x^, 

die der zweiten und dritten mit X2 und x^, verbinden die entsprechenden 

Ergebnisse additiv und besetzen damit die Stellen der letzten Spalte, 

so verwandelt sich die vorausgehende Determinante in diese: 
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H = 





d^F 


d*F 


dF 




dx,^ 


dx^ dx^ 


dx^ 


m — 1 


d^F 


d*F 


dF 


^3 


dxi dXi 


dx^^ 


dx^ 




d^F 


d^F 


dF 



dXi dx^ dx^ dx^ dx^ 



und wenden wir nun dieselben Formeln an und addieren zur dritten 
Zeile, die wir mit x^ multipliziert haben, die erste und die zweite 
beziehungsweise multipliziert mit x^ und x^, so ergiebt sich: 



H = 



(w — 1)' 

xj 



d*F 
dx,^ 

d*F 

dxi dx^ 

dF 
dx^ 



d^F d_F_ 
dx^ 

dF 



dx^ dx^ 
d^F 

dx,^ 

dF 



dx. 



dx^ 




Wie man sieht, würde bei Annahme von a^g = 1 die Funktion F 
übergehen in f und die Ableitungen bezüglich x^y x^ übergehen in 
die auf x, y sich beziehenden, also würde H abgesehen von dem Faktor 



(m — 1)« 



gerade mit der oben (Siehe S. 246) niedergeschriebenen Determinante 
übereinkommen. 

Wir können demnach in homogenen Koordinaten schreiben: 

r/aF\2 (dFy-f 

1 WdxJ "*■ \dxj J 



B = (m-iy^, 



H 



Hieraus wird ersichtlich, dass an den Punkten der Kurve, wo 
H=Oj also an den Punkten, die Schnittpunkte der Kurve H=0 
und der Kurve i^ == sind, von der wir ausgingen, der Krümmungs- 
halbmesser unendlich wird. Das heisst aber, diese Punkte sind Wende- 
punkte für die vorgelegte Kurve. 

Wir erhalten also den Satz: 

Die Hessesche Kurve schneidet die ursprüngliche Kurve 
in den Wendepunkten der letzteren, mithin giebt es im 
Allgemeinen 3(m — 2)m Wendepunkte, 



i 
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wenn man bedenkt, dass die beiden Kurven i^ = 0, JT = beziehungs- 
weise die Ordnungen m, 3 (m — 2) haben, sich daher in 

3m {m — 2) 
Punkten schneiden. 

Wir kommen nun zu den Oberflächen. 

Es sei eine Oberfläche durch die Gleichung f(xyz) = gegeben. 

In diesem Fall wird die Krümmung durch die Formel ausgedrückt: 

ri^ rt—s* 

(1 + i>* + qy 

wobei Py q die ersten Ableitungen von sind nach x und j/, und 
r, s, t beziehungsweise die zweiten Ableitungen, also: 





dz dz 
^ dx' ^ dy 


d^z dp 
^ dx* dx ' 


d'z dq 

dy' dy' * 



d'z 



dp 
dy 



dq 
dx 



dx dy 

Wir werden nun hier die Ableitungen von f einführen, die wir 
^^^ /i ? ^ ; /s ; fii ?fi2)fi2y • • • bezeichnen. Da 



P = 



_ fi 



ist, so findet sich: 



f.' 



^=-f 



(rt — s') = 



Nun ist: 
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dx dy 
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ft" 



fl 



— Ta h 



fz 
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* dx dy 
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g „ — /12 ~r / 18 2 



dx 
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and hiernach kann obige Determinante geschrieben werden: 
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Durch eine Überlegung, die der vorher angewendeten genau ent- 
spricht, zeigt man, dass diese Determinante, von einem Faktor ab- 
gesehen, sich als die Hessesche Determinante von f darstellt, wenn 
man darin homogene Veränderliche einführt. 

Setzen wir nämlich 



iin< 


rl 


X = 






y = 


x,' 




g = 




U1X< 


LI 




F{x, 


x^ 


Xq X^j 


m^X"^ 


'/•(« 


y^) 




SO 


ergiebt 


sich dann 
n 








V 









- — (^ _ 1)« (F^. + F,8 + F, V ^' 

wenn wir mit -BT die Hessesche Determinante von F bezeichnen. 

Diese Formel entspricht durchaus derjenigen, die man für Kurven 
erhält. Die Oberfläche H=0 heisst die Hessesche Fläche und ist 
von der Ordnung 

4(m — 2). 

Die Punkte der verschwindenden Krümmung von F =0 sind 
auf der Hesseschen Fläche gelegen, man nennt sie die parabolischen 
Punkte der Oberfläche. 



§ 65. Weitere Untersuchungen über die Hesseschen Determinanten. 

Wir kommen jetzt dazu, im Allgemeinen die Hessesche Determi- 
nante auszurechnen für den Fall, dass man von homogenen Ver- 
änderlichen zu nicht homogenen übergeht. 

Es sei F{x^ . , , Xn) eine homogene Funktion vom Grade m in 
den n Veränderlichen x^ . , . Xn und indem man setzt: 

^ y . ^n~l Y 

X -^19 ' ' '9 X ^n — 1 

n n 

sei 

F(X, ...Xn) = </*(Xi . . . Xn-i) 

also sei f im Grunde dieselbe Funktion, wie die vorgelegte, nur in 
nicht homogenen Veränderlichen geschrieben. 

Wir bilden die Hessesche Determinante von F bezüglich der n 
Veränderlichen 
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"^11 • • • -^1« 



• • 



F i F 



Fügen wir zur letzten Spalte, nachdem wir sie mit Xn multipli- 
ziert haben, die vorausgehenden hinzu, diese beziehungsweise mit 
x^, . ,Xn—i multipliziert, und nehmen dabei Bedacht auf die Eulerschen 
Gleichungen, so erhalten wir, abgesehen von einem Faktor, 



11 



• . • ^1, n— 1 F^ 



J- n — 1,1 • • • -^ n — 1, n — 1 J- n 
■^ n, 1 • • • -^n, n — 1 -^n 



— 1 



Verfahren wir nun auf ähnliche Weise mit den Zeilen, multipli- 
zieren also die erste, zweite, . . . Zeile beziehungsweise mit x^yX^y..., 
addieren sie dann alle zur n-ten Zeile, nachdem diese letztere vorerst 
mit Xn multipliziert worden, und nehmen wiederum auf die Eulerschen 
Gleichungen Rücksicht, so ergiebt sich, abgesehen von einem Faktor, 



11 



• • • -^1, n — 1 -^1 



Fn — 1, 1 . . • -F« — 1, n 
F^ ... Fn — l 



1 Fn—l 

m 
m — 1 



Wie man sieht, ist also jede Spur, die an die Ableitung nach 
Xn erinnern könnte, verschwunden. Setzen wir nun a;« = 1, so ver- 
wandeln sich die Ableitungen von F in die entsprechenden Ableitungen 
von f bezüglich der nicht homogenen Veränderlichen und es erscheint 
die Determinante: 

In ' ' ' fh n—l /i 

• • • • • « t 

fn — 1,1 • • • /n — 1, n — 1 /n — 1 



A 



• • • /n — : 



m—V 



Hiemach wird diese Determinante bis auf einen Zahlenfaktor mit der 

Hesseschen Determinante der vorgelegten Funktion übereinstimmen. 

Wir wollen nun in zweiter Linie prüfen, welche Form die 

Hessesche Determinante einer homogenen Funktion in n Veränder- 
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liehen annimmt^ wenn diese Veränderlichen einer linearen Transfor- 
noiation unterworfen werden. 

Wir werden finden, dass abgesehen von einem Faktor, der von 
den Koeffizienten der Transformation abhängig ist, die Hessesche De- 
terminante unverändert erhalten bleibt; es kommt dies damit überein 
zu sagen: die Hessesche Determinante ist eine zur vorgelegten Funk- 
tion kovariante Bildung. 

Man verwandle die Xi durch die Substitutionen 

Xi = ^aijyj (ij = 1, 2, . . . n) 

j 



und setze die Determinante 



aij I = A 



Dann behaupten wir: Werden die Bezeichnungen 

gewählt beziehungsweise für die Hesseschen Determinanten 
der Funktion F{x) in x und der aus ihr durch Umwandlung 
entstandenen Funktion in y, so ergiebt sich einfach 

H{y) = H{x) . A« 

Setzen wir fest, es werde F{x) in den y ausgedrückt zu ^(y). 
Man hat nun 

und daraus ersieht man nach Anwendung der Regel für die Multi- 
plikation der Determinanten, dass die Hessesche Determinante von 
gleich ist dem Produkte der aus den Elementen o,* gebildeten De- 
terminante und einer Determinante aus den Elementen 



Nennt man diese Determinante ß, so ergiebt sich also 

H(y)^Sl.A. 

Nun hat man wiederum die Formel: 

a*$ ^ a«^ bXf^ sn d^F 



dy^ dx^ ^ dxj^ dxj^ dy^ ^ dx^ Sa?; 



»A» 
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und mithin ist die Determinante £1 gleich der Hesseschen Determi- 
nante von F multipliziert mit A. Daraus folgt schliesslich 

wie wir es nachweisen wollten. 

Wenn nach der Umwandlung der x in die y die Funktion ^ 
eines der y, zum Beispiel yr nicht enthalten soll, so ist ihre Ab- 
leitung mit Bezug auf yr gleich Null zu setzen, dann werden also 
alle Elemente einer Zeile von H(y) Null, mithin H(y) und in Folge 
davon auch H(x) gleich Null sein. 

Man sieht hieraus, ist die gegebene Funktion von der Be- 
schaffenheit, dass die Zahl ihrer Veränderlichen um eine 
Einheit verringert wird, wenn sie jene lineare Transforma- 
tion erleidet, dann ist ihre Hessesche Determinante Null. 

Man stand eine Zeit lang in dem Glauben, es sei auch der um- 
gekehrte Lehrsatz allgemein wahr, mit andern Worten, es bilde da» 
Verschwinden der Hesseschen Determinante die nothwendige und hin- 
reichende Bedingung dafür, dass die gegebene homogene Funktion von 
n Veränderlichen sich in eine andere von (n — 1) Veränderlichen 
umwandeln lasse. 

In den beiden zu Anfang des § 64 angeführten Aufsätzen (Jounie 
f. Math, Bd. 42 u. Bd. 56) hatte Hesse geglaubt, diesen Lehrsatz be- 
wiesen zu haben. 

Es ist jedoch im Gegensatz hierzu festgestellt worden, dass der 
Lehrsatz nicht bestehen bleibt für homogene Funktionen 
von mehr als vier Veränderlichen. Hierüber kann man eine 

Arbeit von Gordan und Noether einsehen. 

Gordan und Noether, Über die algebraischen Formen, deren Hessescho^ 
Determinante identisch verschwindet. M. A. Bd. 10 (1876) [547—668]. 
Andere Aufsätze über denselben Gegenstand finden sich noch von: 
Pasch, Zur Theorie der Hesseschen Determinante. Joum. f. Math. Bd. 80 

(1875) [160—1761. 

Gordan, Über einen Satz von Hesse. Phys. Med. Soc. Erl. Ber. 8. Heft- 

(1876) [89—94]. 

Noether, Über die algebraischen Formen mit identisch verschwindender 
Hessescher Determinante. Phys. Med. Soc. Erl. Ber. 8. Heft (1876) [51- 56]. 

Die Möglichkeit der Umwandlung in eine homogene Funktion^ 
bei der die Anzahl der Veränderlichen geringer ist, hängt mit dem 
Bestehen einer linearen Beziehung zusammen zwischen den n ersten 
Ableitungen der Funktion und zwar mit konstanten Koeffizienten. 

Denn wirklich, besteht die identische Gleichung: 

C^F, -{-C,F,^ h CnFn = 

worin die c Konstanten sind und die Fi die ersten Ableitungen der 



^ 
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Punktion F darstellen, dann wird, wenn man die folgende lineare 
Transformation ausführt: 

^2 ^^^ 2^2 \ ^2 y^» 

• • • 

Xn-1 = J/n-1 + Cn-iyn 
Xn ^nyn 

die Ableitung von (der umgewandelten Funktion) mit Bezug auf 
yn lauten: 

a$ dFdx^ dFdx.^ 

also, es wird Q die Veränderliche yn nicht mehr enthalten. Umge- 
kehrt, wenn nach der Transformation 

^1 = ^ciuyi 

i 

Xn = ^aniyi 

i 

die Funktion die Veränderliche y^ nicht mehr enthält, dann wird 
ihre Ableitung bezüglich yn verschwinden, also wird sein 

d^ dF . . dF ^ 

oder 

^InF^ -j- . . . -|- ünnFn = 

Wenn also der Hessesche Lehrsatz zu Recht bestünde, so würde 
auch dieser Satz giltig sein, dass die Beziehung, die sicherlich zwischen 
den ersten Ableitungen vorhanden sein muss, im Fall die Hessesche 
Determinante gleich Null ist (da ja die Hessesche Determinante nichts 
andres ist als die Jacobische für die n abgeleiteten Funktionen), auch 
stets als eine lineare homogene Gleichung bestehen müsste. Nun 
erweist sich dies als falsch für w > 4. Der Lehrsatz von Hesse ist 
aber im Gegentheil richtig für w ^ 4. (Siehe die oben angeführten 
Aufsätze von Pasch, Gordan, Noether.) 

Wenden wir dies Ergebniss auf geometrischem Gebiete an, so 
können wir aussprechen: 

Eine Kurve, deren Hessesche Determinante identisch 
verschwindet, zerfällt in Gerade, die von einem Punkte aus- 
gehen. Eine Oberfläche, bei der die Hessesche Determi- 
nante identisch verschwindet, ist ein Kegel. 
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Zahlreiche Untersuchungen sind über die Hessesche Determinante 
von dem Gesichtspunkte der Geometrie und der Lehre von den Formen 
aus angestellt worden. 

In dem Fall der binären Formen (homogenen Funktionen von 
zwei Veränderlichen) erhält man, wenn man die Wurzeln der Hesseschen 
Determinante mit Rücksicht auf die der gegebenen Form behandelt, 
bemerkenswerthe Ergebnisse. Hierzu vergleiche man die Arbeiten 

von Gerbaldi und Schonte. 

Gerbaldi, ün teorema sull^ Hessiana d'una forma binaria. Rend. Circ. 
mat. Pal. t. 3. 1889. parte prima [22—26]. 

Schonte, Sur un th^oreme relatif ä THessienne d'une forme binaire. 
Rend. Circ. mat. Pal. t. 3. 1889. parte prima [160—164]. 
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Sachregister. 

Die Zahlen bezeichnen die Seiten, der gesperrte Druck weist auf die' Stelle dieses Verzeichnisses, 

wo der betreffende Gegenstand näher behandelt ist. 
Abkürzungen: Det. &= Determinante, Gl. = Gleichung, L. = Lehrsatz. 

Äc^ungierte Unierdet. (Adj unkte). Siehe algebraisches Komplement. 
Algebraisches Komplement (= adjungierter Minor), unterschieden von dem Kom- 
plemente (komplementären Minor) 13. 

: das Produkt eines Minors in sein algebraisches Komplement einem Aggregate 
von Determinantengliedem gleichwertig 14 ff. 

: proportionale Beziehung der algebraischen Komplemente, die zu den Ele- 
menten zweier parallelen Reihen gehören, in einer nuUwerthigen Det. 20 f. 

— als Abgeleitete der Det. 47. 

— bei der kubischen Det. 190. 

Bagneras Lehrsätze über Beziehungen zwischen Det. aus denselben Elementen 
124 ff. Fortführung dieser Untersuchung durch E. Pascal. 

Bemoullische und Emersche Zahlen, durch Det. dargestellt § 35 und 138. 

Besondere Systeme: aus Elementen, die für jede Spalte zwei Werthe aufweisen, 
einen in der Kreuzung mit der Hauptdiagonale und einen ausserhalb 142 f., 
aus den Elementen und 1 140. 144, zur Darstellung ganzer Funktionen 143, 
binärer Formen 144. 

Bezout, Methode zur Darstellung der Resultante 212 ff. 

Binet und Cauchy, Produktsatz (Multiplikationstheorem) der Determinanten 25. 
Siehe Produktdet. 

Binomialkoeffizienten, verschiedene Det., deren Elemente — § 34. Siehe auch § 35. 

Brioschis L. § 48. Siehe orthogonale Det. 

CasorcUiy L. über Funktionaldet. 

Cauchy, siehe Binet. 

L. über die reziproke Det. 

L. über das Produkt zusammengesetzter Det. 

Cayley, Aufgabe mit Bezug auf orthogonale Determinanten § 47. 
Verfahren zur Aufsuchung der Resulte-nte 217 f. 

Clebschy L. über Funktionaldet. 

Cramers Formel 205, die Auflösung der linearen Gleichungen betreffend. 

DerivationsdeiermmB,nien = Wronskische Det. 

Determinante, begriffliche Erklärung 2, Erweiterung dazu 5. 

: symbolische Bezeichnung nach Cayley, Cauchy 2, umbral notation Syl- 
vesters 83. 

: zugehörige Bezeichnungen: Schema, Ordnung 2. 
: Vorzeichenbestimmung eines Gliedes 2, allgemeiner (§ 2, 2.) 4 f. 
Anzahl der Glieder mit positivem^ negativem Vorzeichen 2. 

: Anzahl der Glieder, die besondere Elemente (k Hauptelemente, kein Haupt- 
element) enthalten (§ 13.) 46 ff. Literaturbericht 47. 

: ihre Abgeleitete, wenn ein Element, wenn alle Elemente als veränderlich 
gelten 47 f. 

: ihr Maximalwerth § 53. 

: allgemeine und wesentliche Eigenschaften: Einschränkung auf ein Glied, 
Wirkung der Vertauschung der Zeilen mit den Spalten, der Vertauschung 
von zwei parallelen Reihen, Multiplikation mit einer Zahl k, ünveränder- 
lichkeit, Nullwerden, Zerlegung in ein Aggregat von Determinanten 
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(Additionstheorem), Entwicklung nach Minoren, nach Bandelementen (zwei 
sich kreuzenden Keihen), Multiplikation mit einer anderen Det. (Produkt- 
determinante), Yerfanren der Umwandlung. 

: Verhalten unter besonderen Umständen: Zerlegung in Faktoren, Null- 
werden, Theilbarkeit, Entwicklung nach Potenzen, Darstellung als 
Aggregat Ton Quadraten bei der Det. von Voigt, von Gegenbauer. 

: Beziehungen zwischen den aus denselben n* Elementen hervorgehenden 
Det., Bagneras, Pascals Lehrsätze. 

: Beziehungen zwischen den in einer rechteckigen Matrix enthaltenen Det., 
Vahlens Untersuchung. 

: Besondere Bildungsformen 

a) mit Bezug auf eine Anzahl gegebener Elemente : symmetrische, schiefe, 
halbsymmetrische Det., 11 zyklische, Puchta und Noethersche Det., 
Differenzendeterminante, Hankeische Det., Det. von Voigt, von Gegen- 
bauer, I Det. von Vandermonde, Wronskische, Jacobische (Funktio- 
naldet.), Hessesche Det. || aus Binomialkoeffizienten, aus Fakultäten, 
aus Einheitswurzeln, Det. besonderer Systeme, Kettenbruchdet., Det. 
von Smith, von Dostor. | Det. durch eine Substitutionengruppe beherrscht, 
als allgemeiner Fall über den zyklischen und Puchta-Noetherschen Det. 83. 

b) mit Bezug auf eine gegebene Det. als erzeugende: die Reziproke, zu- 
sammengesetzte Det., Hunyadys Det. 

c) mit Bezug auf zwei gegebene Det. als erzeugende: Kroneckers, Pic- 
quets, Siaccis Lehrsätze. 

— der Ordnung „unendlich", kubische und höhere Det. 

— dient zur Darstellung für Berno uliische und Eul ersehe Zahlen, für 
eine ganze Funktion von x^ für Potenzsummen der Wurzeln einer 
algebraischen Gleichung, für Koeffizienten gebrochener Funktionen, für 
Eettenbrüche. 

Diagonalen im Schema der Det. 

Differenzendeterminante , siehe Umwandlung der Det. , im Besonderen der 
Hankeischen Det. Siehe auch § 43. 

Dostors Det. § 40, Beispiel einer Determinantenform, für die eine gewisse 
Abtheilung von Elementen des Schemas ohne Einfiuss sind auf den Werth 
der Det. 

Diskriminante einer Gleichung, Erklärung 220, ihr Verhältniss zur V ander- 
mondeschen Det., dem Differenzenprodukt der Wurzeln 129. 220. 

: ihr zwiefacher Ausdruck in Determinantenform 220 f.: als Hanke Ische 
Det. aus Potenzsummen der Wurzeln und aus den Koeffizienten der Gleichung 
(die Diskriminante als Resultante). 

— als Invariante 221. 

: berechnet für ge¥dsse Gleichungen, Literaturbericht 221. 
Einheitswurzeln, Det. aus — 138 f. Siehe femer zyklische Det. 
Einschränkwng der Det. auf ein Glied aus Diagonalelementen 3. 4. 
Elemente des quadratischen Schemas, der Matrix der Det. 1. 

: Hauptelemente, die der ersten Diagonale (Hauptdiagonale) des Schemas 3. 
Konjugierte — 26. Siehe auch kubische Det. 
Enttmcklung der Det., nach Minoren (§ 4) 14 — 17: Laplaeescher Satz 17, nach 
Elementen einer Reihe 17, nach Produkten eines ^-fachen Minorensystems: 
allgemeiner Laplaeescher Satz (Jacobi) 37 f. 

: Regel von Sarrus zur — von Det. 3. Ordnung 36, erweitert durch Bonolis 37. 
Fernere Literaturnachweise 37. 

— der kubischen Det. nach den Elementen einer Schicht 190. 

— nach Randelementen (Cauchy) 43 f. Siehe geränderte Det. 

— nach Potenzen bei besonderer Beschaffenheit ihrer Hauptelemente (§11) 
41 ff. Koeffizienten sind dabei die Summen der Hauptminoren von verschie- 
dener Ordnung 42 (angewandt 66. 165. 167). 

17* 
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Eulersche Zahlen, siehe Bemoullische — . 

Fakultäten, Det. aus — § 36. 

Fibonaccis Reihe 153, siehe Kettenbruchdeterminante. 

Frankes L., siehe zusammengesetzte Det., seine Beziehungen zu einem Jacobischen 

Satze 91. 
Ftmktionaldeterminanie , auch Jacobische Det., Erklärung und symbolische Be- 
zeichnung 222 f. Literaturbericht 222. 
: allgemeine Eigenschaften nach Sätzen Jacobis § 58. 

: ihr Verschwinden nothwendige und hinreichende Bedingung für die Ab- 
hän^gkeit von Funktionen mehrerer Veränderlichen 225 f. 

: ihre Umformung im Fall, wo die Funktionen einen gemeinsamen Faktor 
haben, in die Det. K 227 f. 

: bei K ^ Bestehen einer homogenen Gleichung zwischen den (n -{- 1) 
Funktionen u der n Veränderlichen rc, Casoratis L. 229 f. 

: Sätze von Torelli, die Jacobische Det. und die Det. K betreffend in Fällen, 
wo die einzelnen Funktionen in Faktoren zerfallen 230 ff. 

— bei der Umwandlung vielfacher Integrale dienlich § 60. 

: L. von Clebsch, Jacobische Det. von Jacobischen Det. betreffend 237 ff. 
: Systeme Jacobischer Det. von n Funktionen (n + 1) Veränderliöher § 62. 
Fuf^ionen einer Veränderlichen. Siehe Wronskische Det. 

: rationale — mehrerer Veränderlichen. Siehe Funktionaldet. 
Ganze Funktion von x durch eine Det. dargestellt § 38. 

Gebrochene Funktion (rationale) oder Bruchfunktion, ihre Koeffizienten in Deter- 
minantenform § 41. 
Gegenbauers Det. als Aggregat von Quadraten darstellbar 82. 
Glaisher^ L. über zyklische Det. 

Halbdeterminan^te^ Scheibners Bezeichnung für Pf äff sehe Funktion. 
Halbsymmetrische Det. rauch hemi- oder schiefsymmetrische) Erklärung 55. 

: wenn ungerader Ordnung, die — Det. gleich Null 56, ihre Reziproke 
eine symmetrische Det. 67. 

: wenn gerader Ordnung, die — Det. gleich dem Quadrat einer ganzen 
rationalen Funktion (Cayley) 57 (Siehe Pfaffsche Funktion 60), ihre Reziproke 
eine halbsymmetrische Det. 67, ein jeder ihrer nicht diagonalen Minoren gleich 
dem Prpdukte zweier Pfaffschen Funktionen 63. 

: wenn zugleich symmetrisch mit Bezug auf die zweite Diagonale, so dem 
Quadrate einer Det. der halben Ordnungszahl gleichwerthig 69. 
ÄanÄ€?sche Det. (auch orthosymmetrische, persymmetrische, rekurrierende Det.) 
§ 19. Erklärung 67. 

— darstellbar als Differenzendet. (Hankel) 68. 

— verschwindet, wenn ihre (2w — 1) Elemente eine arithmetische Reihe 
bilden, deren Ordnung niedriger als (n — 1) 69, oder wenn sie in geometrischer 
Reihe fortschreiten 69. 

— einer Konstanten gleichwerthig, wenn jene Elemente eine arithmetische 
Reihe der Ordnung (n — 1) darstellen 69. 

: Übergang zu den Wron skiseben Det. 69. 

— als Katalektikante (Invariante) der binären Form gerader Ordnung 71. 

: der — Det. verwandte 69 f., als Kanonizante (Kovariante) der binären Form 
ungerader Ordnung 70 f. 
Hesse^ L. Siehe Zerlegung der Det. 

: Hessesche Det. § 64 f. Erklärung 244, eine symmetrische Funktionaldet. 
aus den n ersten Ableitungen einer Funktion. Literaturbericht 244. 

: ihr Verhalten beim Übergang von homogenen zu nicht homogenen Ver- 
änderlichen 249 f. 

: sie bleibt bei Anwendung einer linearen Transformation bis auf das Qua- 
drat der Substitutionsdet. ungeändert 260 ff., eine Kovariante 251. 

: ihr Verschwinden in Beziehung zu der Eigenschaft der gegebenen Funk- 
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tion, in Folge einer linearen Transformation von einer Veränderlichen unab- 
hängig zu werden 2ö2 f. 

: Hessesche Kurve schneidet die ihr zugehörige Kurve in ihren Wende 
punkten 245 ff. 

: Hessesche Fläche, in ihr die Punkte verschwindender Krümmung der zu- 
gehörigen Fläche 248 f. 
Hunyadys Det. Erklärung 104, ihr Yerhältniss zu der sie erzeugenden Det. nach 

dem L. von Scholtz (Hunyady) 106. Literaturbericht 104. 106. 
Jacöbi^ Lehrsätze: Siehe reziproke Det., Funktionaldet., Fassung des allgemeinen 
Laplac eschen Satzes. 

: Jacobische Det., siehe Funktionaldet. 

: Jacobische Kurve zu dem System dreier Kurven § 63, ihre Ordnung 241, 
geht durch die gemeinschaftlichen Punkte der drei Kurven 241, als geo- 
metrischer Ort 242. 

: Jacobische Kurve eines Netzes 242, als Ort der Doppelpunkte desselben 243, 
als Ort der Berührungspunkte zweier Kurven des Netzes 244. 
Identität^ fundamentale, als Grundform der Beziehungen zwischen den Det. einer 

rechteckigen Matrix 121 f. 
Invarianten^ siehe Hankeische Det., Resultante, Diskriminante. 

: Invariante Bedingungen für das Vorhandensein zweier, dreier gemein- 
schaftlicher Wurzeln zweier Gleichungen 219. 

: fundamentale — zum Ausdruck der Resultanten dienend. 
Kanonizante^ siehe Hankeische Det. 
Katalektikant€j siehe Hankeische Det. 

Kettenbn^hdeterminanten oder Kontinuanten § 46. Erklärung 161. Literatur- 
bericht 166 f. 
: Eekursionsformel 162, für Kontinuanten allgemeinerer Art 164. 
: ihre Gliederzahl (Reihe von Fibonacci) 162 f. 
: Quotient zweier — als Näherungswerth eines Kettenbruchs 163. 
Komplementäre Minoren 12 f., siehe Minor. 

— Schnittlinien (Transversalen) im Schema 36, der Hauptdiagonale parallel 
und paarweise mit dieser gleichviele Elemente enthaltend, dienen zur Aus- 
sprache der Regel von Sarrus. 

Konjugiefi% siehe Elemente. 

Kontinuanten^ siehe Kettenbruchdet. 

KovariaMe^ Hessesche Det. eine — 261, desgleichen die Kanonizante, Nebenform 

der Hank eischen Det. 
Kroneckers L., den Werth einer Det. betreffend, deren Elemente die Produkte 

der Elemente zweier gegebener Det. 107 ff. 
Kubische Det. § 64. Erklärung, n' Elemente mit dreifacher Indexbezeichnung 
bilden die kubische Matrix 185 f. Literaturbericht 184 f. 
: vier Diagonalen, Hauptdiagonale, Anfangsglied 186. 

: ihre Entwicklung, Yorzeichenbestimmung ihrer Glieder 186, zur kubischen 
Matrix gehören drei verschiedene Determinanten 186 f. 

: Schichten, eine horizontale und zwei vertikale 187, Wirkung der Ver- 
tauschung paralleler Schichten 187 f. 

— als Summe von n! gewöhnlichen Det. 188. 

: symbolische Darstellung des Produktes zweier gewöhnlicher Det. (Pa- 
dova) 188 ff. 

: algebraische Komplemente 190. 

: Entwicklung der — Det. entsprechend dem Laplaceschen Satze nach den. 
Elementen einer Schicht 190. 

: Produkt einer — Det. und einer gewöhnlichen Det. (Armenante) 190 f. 
Xaj^^cescher Satz (auch Determinanten -Zerlegungssatz) 17, seine allgemeine 
Passung durch Jacobi 37 f., Literaturbericht 38. 

: seine Erweiterung §25. Sätze vonReiss, Netto 98 f, Satz von E.Pascal 102 f. 
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Law of complementaries, of extensible minore 103, zwei allgemeine Verfahren 

von Muir zur Umwandlung von Determinantensätzen. 
Le Paige, L. über geränderte Det., siehe Ränderung. 

Lineare Gleichungen § 56, System von m Gl. in n Unbekannten (w > n) 197. 
Literaturbericht 205. 

: Bedingungen der Verträglichkeit der Gl. 198 ff., in anderer Form nach 
Capelli 202. Siehe Matrix. 

: Anzahl der unabhängigen Gl. p 199 f. , grösste Zahl der im Systeme un- 
abhängigen Gl. 202. 

: Lösung des Gleichungensystems 200 f., Fälle: m^^^n, 202. m » n -j- 1, 202 f. 

: homogene Gl. 203, gestatten sicher eine Lösung in Nullwerthen (identische 
Lösung) 203, ob noch mehrere, ist abhängig von der Bangzahl der Matrix 
der Koeffizienten 203. Fälle: m < n und m =^ n 208 f. 

: Werthe der n Unbekannten für (n — 1) imabhängige homogene GL 204, 
{n — 1) in diesem Falle der Höchstbetrag der Gleichungenzahl 205. 

: Gleichungensystem, in dem statt einer, zweier linearen Gl. quadratische 
auftreten 205 f. 
Matrix^ quadratische — , die Gesammtheit der Elemente des Schemas 8. 

: kubische 185 f., bcMstimmt drei kubische Det. 186 f. 

: rechteckige — , Erklärung 26, symbolische Bedeutung 27. Multiplikation 
zweier rechteckiger Matrices (§ 7) 26 ff., siehe Produktdet. Beziehungen der 
Det. innerhalb emer Matrix, siehe Vahlen. 

: ihr Verschwinden und das ihrer Unterdet. § 55. Rangzahl p (Charakteristik) 
192, eine der nicht verschwindenden Unterdet. p-ter Ordnung die Hauptdet. 194, 
in verschwindender Matrix besteht zwischen den Elementen jeder beliebigen 
Spalte dieselbe lineare homogene Beziehung (Umkehrung des Satzes § 2, 11) 
192 ff. — besteht zwischen den Det. eines Systemes von p Zeilen und den 
gleichliegenden Det. eines zweiten solchen Systemes das Verhältniss der Pro- 
portionaBtät 195. 

: Matrices, auseinander abgeleitet 196, haben den gleichen Rang. 

: Matrix {Ä) der Koef&zienten eines Systems linearer Gl. vom Range p 197* 
Matrix (B), auch Matrix des Systems :-> Matrix (Ä) vermehrt um eine Spalte 
aus den bekannten Gliedern des Gleichungensystems 201. Ar »= Hauptdet. 
aus (A) geledert mit der letzten Spalte aus {B) und einer beliebigen, r-ten 
Zeile der Matrix (£) 197. 198 f. — Ar » nothwendige 198, hinreichende 201 
Bedingung für die Verträ,glichkeit der Gl. des Systems, nach Capelli tritt dafür 
die Bedingung ein, dass Matrix (Ä) und Matrix (B) vom gleichen Hang 202. 
Maximalwerth einer Det. § 53. Sylvesters umgekehrt orthogonale Det. 183 f. 

Untersuchung und Aufgaben von Hadamard 184. 
Minor^ auch Unterdet., Subdet., Partialdet., abgeleitete Det., durch Unterdrückung 
einer Anzahl von Reihenpaaren (Zeilen und Spalten) entstehend 11, die letz- 
teren kreuzen sich in den Elementen des komplementären Minors 12 f. 

: Ordnung des Minor 11, Hauptminoren oder diagonale Minoren 11, Anzahl 
der Minoren einer gegebenen Ordnimg 11, der Hauptminoren desgleichen 12. 

: ihr Klassencharakter 12, der nämliche für den komplementären Minor 13. 

: Beziehung der Minoren einer Reihenkombination und der zu den Minoren 
einer parallelen Reihenkombination gehörigen Komplemente, wenn beide Kom- 
binationen aus gleich vielen, nicht durchaus übereinstimmenden Reihen be- 
stehen 18 f. 

— der Produktdet. als Produkt rechteckiger Matrices. 

: Minoren in Verflechtung 102. 
Multiplikation der Det. mit einer Zahl ä; (§ 2, 6) 7; zweier Det. Siehe Produktdet. 
Netto, Siehe Laplacescher Satz^ Vahlen. 

: Nachweis fiir den L. von Stieltjes 174. 
Noethersche Det., siehe Puchta. 

: Einschränkung eines Hess eschen Satzes 252 f. 
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Nullwerden der Det., allgemein unter Bedingungen: (§ 2, 1) 4. (§ 2, 5) 7. (§ 2, 8) 7 f. 

(§ 2, 11) 10. 

: wenn die Elemente jeder Zeile eine arithmetische Reihe bilden^ deren Ord- 
nung nicht grösser, als (n — 2) 41. 

: wenn die Elemente von h Zeilen arithmetische Reihen bilden, deren Ord- 
nung nicht grösser, alB (h — 2) 41. 

: übrigens siehe Hankeische Det. 
Orthogonale Det. («= Det. der orthogonalen Substitution) § 46 — öO. Erklärung 
1Ö7. Literaturbericht 164 f., ihre allgemeinen Eigenschaften (§46) 167 ff.: be- 
treffend ihr Quadrat 167, den Werth ihrer Minoren 157 ff., das Produkt zweier 
169. Anwendung bei geometrischen Fragen 163. 

: Bestimmung ihrer Elemente durch die Werthe von 4 n (n — 1) unab- 
hängigen Elementen, Aufgabe Cayleys § 47. Erweiterung •dieser Aufgabe im 
Hinblick auf allgemeine quadratische Formen 163. Literaturbericht 163. Die 
schiefe Det. jener unabhängigen Elemente 160. 

: Brioschis L. über die Natur der Gl., deren linke Seite durch die Ent- 
wicklung einer orthogonalen Det. mit um x vermehrten Hauptelementen dar- 
gestellt wird § 48. 

: Lehrsätze Siaccis über Det., die aus zwei orthogonalen Det. zusammenge- 
setzt erscheinen 168 f. 170. 

: Siaccis L. über zwei gleichwerthige Det., die aus einer und derselben 
orthogonalen Det. entspringen 170 f. 

: Siaccis L. über die aus einer orthogonalen hervorgehende Det., falls die 
Hauptelemente um die Einheit vermehrt werden 171 f., Beziehung dieses Satzes 
zum Satze von Stieltges 172 f. 

: L. von Stieltjes über Det., die aus zwei orthogonalen Det. vom Werthe 
+ 1 entstehen (§ 50) 173 ff. 

: umgekehrt orthogonale Det., siehe Mazimalwerth. 
Parabolisehe Punkte einer Fläche oder Punkte verschwindender Krümmung. Siehe 

Hessesche Fläche. 
Pascal E., siehe Erweiterung des Laplaceschen Satzes, Yahlen, Bagnera. 
Persymmetrisch, siehe Hankeische Det. 

Pf äff sehe Funktionen (Pfaffians nach Cayleys Bezeichnung, Halbdet. Scheibners) 
§ 17. Erklärung, Yorzeichenbestimmung 60. Literaturbericht 60. Symbolische 
Bezeichnung Jacobis 60. 

: Rekursionsformel, Darstellung durch Pfaffsche Funktionen niederer Ord- 
nung 60 ff. Zahl der Entwicklungsglieder 62. 

: ihr Zeichenwechsel 62. 

: Produkt zweier Pfaffschen Funktionen, siehe halbsymmetrische Det. 
Picquet, L. den Werth einer Det. betreffend, deren Elemente aus der Gesammt- 
matrix zweier n-reihiger Det. nach gewissem Verfahren zusammengesetzte Det. 
sind 109 f. und zwar Dm oder Dn^m, jenachdem m oder (n — m) Spalten der 
ersteren Det. durch ebenso viele aus der zweiten ersetzt worden sind 109 f. 
Werth d^s Produkts dieser Det. Dm und D» ~ m in einem Sylvesterschen Satze 
111 f. ausgesprochen. 

— L. einen Minor der Det. Dm betreffend 112 f. 
Potenzdeterminante^ siehe Vandermondesche Det. 
Potenzsummen der Wurzeln einer Gl. § 39. Newtonsche Beziehungen 145. 

: ihre Darstellung durch Det. 145, im besonderen Fall durch Eonti- 
nuanten 154 f. 
Prodtiktdetenninante zweier gegebener Det., eine Det. 2n-ter Ordnung 21, ihre 
Zurückführung zur n-ten Ordnung 22 f. 

: ihr Bildungsgesetz 23 f., vier Formen 24, Beziehung zvnschen den Haupt- 
minoren der in verschiedener Form dargestellten — 63 ff. 

: ihr Minor als Produkt zweier rechteckiger Matrices (von je wi Zeilen, 
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n Spalten) 27, 30. Fälle: m > n 29, w < n 29 f. Summe der Hauptminoren 
von gewisser Ordnung 65. 

— zweier übereinstimmender Det. eine symmetrische Det. 

— zweier reziproker Det., siehe reziproke Det. 

— einer kubischen Det. und einer gewöhnlichen Det. 

: ihre Entstehung, wenn die Faktoren Det. von ungleicher Eeihenzahl 
(König) 60 ff. 
Ptichta^ Det. von Puchta und Noether. Erklärung 80. Literaturbericht 79 f. 
Yerwandtschafb mit der zyklischen Det. 82, verwandte Klasse noch allge- 
meinerer Det. 81. 

: als Produkt von n =^ 2^ Faktoren, die aus den Elementen linear zusammen- 
gesetzt sind 80 f. 

: ihre Reziproke eine Det. derselben Art, wie bei den zyklischen Det. 81. 

: ihre komplementären Minoren von der halben Ordnungszahl paarweise ein- 
ander gleich 82. 
Bänderung, geränderte, gesäumte Det. § 12. 

: Satz von Le Paige über geränderte Det. § 62. 
Bang, Rangzahl 206. Siehe Matrix, lineare Gleichungen. 

: auch als Bezeichnung der Det. nach der Zahl der Indices ihrer Elemente 
(Dimensionen der Det.). 
Eeiss^ L., siehe Laplacescher Satz. 

: allgemeinerer Begriff der zusammengesetzten Det. 84. 
Resultante zweier Gl. Erklärung 206. Literaturbericht 206 ff. Ihre Bedeutung 
für die Formenlehre, die — als Invariante 218, ausdrückbar durch fundamen- 
tale Invarianten 208, symbolische Darstellung nach Gordan 218. 

: ihre verschiedenen Formen nach den Methoden von Euler 208, Bezout, 
Cayley, Sylvester. Umwandlung der Eulerschen Form in die von Bezout 214. 

: ihr Verschwinden nothwendige 208 f., hinreichende 209 f. Bedingung für 
das Vorhandensein einer gemeinsamen Wurzel beider Gl. Bestimmung des 
Werthes dieser Wurzel 211. Gesammtzahl der gemeinsamen Wurzeln ab- 
hängig von dem Range der — 211, Bedingungen für p gemeinsame Wurzeln 
214 — 217, hierher gehörende üntersuchimgen von Darboux, Kronecker, Gar- 
bieri 212. 
Reziproke Det. § 8.- Erklärung (beruht auf dem System der Komplemente oder 
der algebraischen Komplemente zu den Elementen einer gegebenen Det.) 31. 
Sonderfall der zusammengesetzten Det. 83. 

— wird Null sammt ihren Minoren bis zur 2-ten Ordnung 31. Verschwinden 
einzelner Minoren als Folge lies Verschwindens von Minoren der erzeugenden 
Det. 34. 

: ihr Werth ausdrückbar durch die erzeugende Det. (Cauchy) 32. Werth 
eines ihrer Minoren desgleichen durch die erzeugende Det. und einen Minor 
in dieser von komplementärer Lage (Jacobi) 33 f., beide Sätze enthalten in 
Sätzen von zusammengesetzten Det. 88. 91. 

: die reziproke Det. zur Reziproken 34, reziproke Systeme nach Kronecker. 
: Produktdet. zweier Reziproken als Reziproke der Produktdet. ihrer er- 
zeugenden 34 f. 
Säkulargleichung ^ ihre Wurzeln reell (Sylvesters Darlegung) 64 ff. Siehe sym- 
metrische Det. 
ÄajTws, siehe Entwicklung der Det. 

Schema^ quadratisches 1, die anschauliche Grundlage für die Be^ffsbestimmung 
der Det., seine Elemente 1, Diagonalen: Hauptdiagonale, zweite Diagonale 3. 
Schichten der kubischen Det. 

Schiefe Det. Erklärung 66 (verwandte Form: die schiefsymmetrische oder halb- 
symmetrische Det., für beide Formen kommt auch die umfassende Be- 
nennung synmietrale Det. vor). 
: ihre Hauptminoren sind desgleichen schiefe Det. 66. 
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— mit Hauptelementen :» 1 darstellbar als Summe von Quadraten 66 f. 

— aus den unabhängigen Elementen der orthogonalen Substitution 160. 
Scholtz, lt. § 26, die nach Hunyady benannte Det. betreffend 106. 

Scotts L. über zyklische Det. 

Siacci, L. die Det. betreffend, deren Elemente aus den Paaren gleichliegender 
(homologer) Elemente zweier gegebener Det. linear zusammengesetzt sind 114. 
: Lehrsätze über orthogonale Det. 

Smithsche Det. § 42, eine symmetrische Det. 
Souülart, L. über zyklische Det. 
Stern, L. über gewisse zyklische Det. 
Stielt jes, L. Siehe orthogonale Det. 

Sylvesters Determinantensatz 93. Spottiswoodes oder Sylvesters Satz 87. Siehe 
zusammengesetzte Det. 
: L. 111, siehe Picquet. 

— umbral notation, symbolische Bezeichnung der Det. 83. 

— dialytische Methode zur Darstellung der Resultante 208 f. 
Symmetrische Det., Erklärung 25. 66 (verwandte Formen: die schiefe, halb- 
symmetrische Det.). Das Quadrat einer beliebigen Det. ist eine — Det. 26. 

: ihre Hanptminoren desgleichen symmetrisch 66. 
: ihre Reziproke eine — Det. 66. 

: Beispiele, die zyklische, Puchta und Noethersche, Smithsche Det., 
die Resultante nach Bezont 213, die Hesse sehe Det. 

Theilbarkeit der Det. durch die (n — l)-te Potenz einer Zahl, die Theiler ihrer 

sämmtlichen Minoren zweiter Ordnung ist (Janni) 39. 
TorelU, Lehrsätze über zyklische Det., über Punktionaldet. 
Umwandlung der Det. (in gleich werthige) § 10. 

: in die Det. nächst niederer Ordnung aus Minoren 2-ter Ordnung nach 
zweifachem Verfahren 38 f. 

: in den Quotienten zweier Det. (Studni6ka) 39 f. 
; in eine Differenzendet, von gleicher Ordnung 40 f. 
: nach Verfahren von Fouret 141. 
Unendlich, Det. der Ordnung — § 51. Erklärung 176. Literaturbericht 176 f. 
: Konvergenzbedingung für die imendliche Det. mit den Hauptelementen 1 
(Poincar^) 176 f. 
: Konvergenzbedingung für den allgemeinen Fall (v. Koch) 177 f. 
: Normalform dieser Det. 178. Produkt zweier normaler Det. 178. 
Unterdeterminante, siehe Minor. 

UnVeränderlichkeit der Det., allgemein bei Verfahren: (§ 2, 3) 6 f.; (§ 2, 7) Janni, 
Fürstenau 7 ; (§ 2, 10) 9 f. 

: übrigens siehe Umwandlung, Dostors Det. 
Vahlen, Untersuchung über die Det. innerhalb einer rechteckigen Matrix § 29. 
Anzahl der zwischen ihnen bestehenden unabhängigen Gl. 116 f. Betrachtung 
über den Grad dieser Gl. § 30. Identische Beziehungen, ausgedrückt in einer 
Formel Nettos und einer verwandten E. Pascals 120. Zurückführung jener 
Determinantengleichungen auf eine Grundform 2-ten Grades § 31, die funda- 
mentale Identität b) 122. 

VandermondeBche Det., auch Det. Cauchys, Potenzdet., Det. der Wurzeln einer 
Gl. § 33. Erklärung 128 f. Literaturbericht 130 f. 

: ihr Quadrat, die Diskriminante, eine Hankeische Det. 129. 
. : ihre allgemeinere Form 129 f., ausdrückbar durch die vollständigen homogenen 
Funktionen, die Aleph Wronskis 130, theilbar durch die Vandermondesche 
Det. 131. 

: ihr Ausdruck, im Fall die Reihe der r-ten Potenzen durch die Reihe der 
w-ten Potenzen ersetzt wird 131 f. 
Vertauschung zwischen gleichnamigen Zeilen und Spalten der Det. (auch Trans- 

Fascal, Determinanten. 17** 
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Position) (§ 2, 3) 5 f., zwischen parallelen Eeihen (§ 2, 4) 6 f. ; zwischen horizon- 
talen 187, vertikalen 188, parallelen Schichten der kubischen Det. 

Voigt, Det. von — , Erklärung 82, Darstellung durch die Summe zweier Qua- 
drate 82. 

WendepufiMe einer Kurve sind ihre Schnittpunkte mit der Hess eschen Kurve. 

Wronski, Det. von — oder Det. der n Funktionen, des Funktionensystems 48 ff. 
Erklärung 48, ihre wesentliche Bedeutung für die Frage, ob die Funktionen 
des Systems linear abhängig sind von einander oder nicht. Literatur- 
bericht 48. 

: zwei Eigenschaften dieser Det., einmal ihre Ableitung betreffend 48 f., 
dann ihr Verhalten, wenn jede Funktion des Funktionensystems mit ein und 
derselben Funktion multipliziert wird 49 f. 
: Aleph Funktionen, siehe Vandermondesche Det. 

von ZeipeU Det., siehe Binomialkoeffizienten. 

Zerlegung der Det.: in ein Aggregat von Det. (Additionstheorem), bei Anwesen- 
heit mehrgliedriger Elemente (§ 2, 9) 8 f. 

— in zwei lineare Faktoren, wenn das Komplement eines Elementes ver- 
schwindet (Hesse) 44 f. 

— in Faktoren, entsprechend der Ordnungszahl der Det., im besonderen Fall 
der zyklischen Det., der Det. von Puchta und Noether. 

— in ein Aggregat von Quadraten, siehe Det. von Voigt, Gregenbauer. 
Zirkulanten, siehe zyklische Det. 

Zusammengesetzte Det. (= Compound determinants) Erklärung und Verhältniss 
zur B/Cziproken 83. Anordnung ihrer Elemente 85 f. Erweiterter Begriff, all- 
gemeinere Aufgabe Sylvesters § 24. Literaturbericht 83 ff. 

: Beziehung zur erzeugenden Det., Lehrsatz von Spottiswoode (Sylvester) 87 f. 

: ihre Minoren in Beziehung zur erzeugenden Det. und deren Minoren 88 f. 
Frankes Lehrsatz 91. 

: ihre Minoren bei beschränkter Auswahl der an ihrer Bildung betheiligten 
Reihenpaare der erzeugenden Det., dargestellt als Produkt von Potenzen der 
erzeugenden Det. und gewisser Minoren der letzteren 92 ff. Sylvesters Deter- 
minantensatz 93 f. Lehrsätze von D'Ovidio 94 f. 

: Paar zusammengesetzter Det. Dm, Dn—m den Systemen paarweise kom- 
plementärer Minoren entsprechend 85 f. , ihr Produkt nach Cauchy 86 , aus 
beiden durch Multiplikation der homologen Elemente gebildete Det. Satz von 
D'Ovidio 94 f. 
ZyJclische Det. (auch Zirkulante, doppelt-orthosymmetrische Det.) § 20. Erklärung 
71 f. Sonderfall der Hankeischen Det. 72. Nebenform 74. Schiefzyklische 
Det. 74. Literaturbericht 73 f. 

— als Produkt von n rationalen Funktionen mit Hilfe der n-ten Einheits- 
wurzeln 72 f. 

— aus einer Reihe ganzer Zahlen, deren Summe gleich Null. Lehrsatz von 
Stern 78. 

: Produkt zweier zyklischer Det. (Souillart) 78 f. 

: Zurückfährung der zyklischen (schiefzyklischen) Det. auf gleichartige Det. 
niedrigerer Ordnung. Lehrsätze von Glaisher, Torelli 74 ff. 

: Darstellung der zyklischen Det. (n = 2 m) als Produkt einer zyklischen 
und einer schiefzyklischen der halben Ordnungszahl. Lehrsatz von Scott 75 ff., 
erweitert durch Torelli 77. 

: besondere Formen des Schemas der — Det., aus Elementen ^ 1 Catalan 
139 , Fouret 140 f. , Studni6ka 141 f. , aus Gliedern einer arithmetischen Reihe 
Cremona und Lemonnier § 44. 
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